Préparatoire MP2

T el
- SéridlRéduction

Prof : Nedra Moalla

Exercice 1 "Questions de cours”
On considére E un IK-espace vectoriel de dimension finie et v un endamorphzsme de E.

1. a) Montrer que des sous espaces propres associés & des valeurs propres deuz & deuz
distincts sont en somme directe. ke
b) Montrer que des vecteurs propres associés & des valeurs propres deus & deug
distincts forment une famille libre.
¢) Déduire que card(Sp(u) < dim(E).

2. Montrer pour tout A valeur propre de u on a :

1 < dim(Ey) < mul()).

0 3 2
Exercice 2 Soit A = -2 5 2
2 =30

Montrer que A est digonalisable et la dzgonalwer

Exercice 3 Soient n > 2 un entier naturel et
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On note B = (ey,...,en) la base canonique
On note f l’endomorphisme de C™ canonique

1. Calculer f(e;), i = 1,...,n. puis calculer
2. En déduire que f™ = idc-.
3. Montrer que A est diagonalisable dans M,,(
4. Notons a = &% et pour k € {0, ...,n — 1}, M\ = €2*% = aF.

i€ a 2a-d A = matp(f)).

(b) En déduire les va et | mﬁvdre{d’e/#;ltzé!&z%wqe/) “l
“(c) Trouver une matri® diago D de Mn(C), et une matrice inversible P de

My (C) telles qgue
A= PDP~L,
n—1

, on note T(X) = Z ai Xt
| i=0
natrice T(A) dans M, (C)

(a) Trouver Ei = ker(A — AlL,).

ndomorphisme ¢ de M, (C), défini par
(M) =—M + tr(M).A

uver le spectre de ¢.
¢ est-il diagonalisable ?
¢) a) Soit P(X) = X%+ 2X +1. Vérifier que P est un polyndme annulateur de ¢.

b) Déterminer le polynéme minimal de ¢.
¢) Retrouver le résultat de 6 — b).

Exercice 4 On considére ¢ l’endomorphisme de R[X] déﬁm' par

VP € R[X] @(P)(X)=-3XP'(X)+ (1 - X?)P"(X).

1) Pour n € N, on note Rn[X] Uespace des polynémes de degré inférieur ou égale é n.
Montrer que v induit un endomprphisme sur R,[X] qu’on notera <,f7,,.

2) On notera A, la matrice de (,Dn dans la base canonigque (1,X,--- ,X™) de R,[X].
a) Ezpliciter A,. 25

b) Donner A,, n > 3.

c) Apest-elle diagonalisable ?

3) Montrer qu’il eriste une unigue. base (Po, Py,:-- ,
propres de p, et vérifiant pour tout 0 < k < n

i) degré(P) = k

ii) le coefficient dominant de Py est 1.

4) Pour tout k=0, -- ,n, on note A la valeur propre de ¢, assoc:ée au vecteur propres
Py et on note Ry(X) = Pe(—X).

P,) de R,[X] formée de vecteurs
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a) Montrer que on(Ri) = ARk
b) En déduire la parité de Py.
¢) Montrer que pour tout k > 3, P, = X* 4+ 12k Xk=2 4 9 qyec degré(Q) < k — 3.

Exercice 5 "Projecteur".

Soient E un IK -espace vectoriel (IK =R ou C) et p un projecteur de E. On suppose que
p#Ideg etp #0.
1) Montrer que E = I'm(p) ® ker(p).
2) Montrer Sp(p) = {0,1} et que p est diagonalisable.
3) Montrer que trace(p) = rg(p).
4) Montrer que (Idg +p) est inversible et déterminer (Idg+p)~*.(On cherche (Idg+p)~!
sous la forme (Idg + a).)
1 - 1

5) Soient E = M,(R) et J = € E. On considére Uepplication

T e Y

¢:E — E
B i iy
n
a) Montrer que ¢(J) = J.
b) Montrer que ¢ est un projecteur.
¢) Déterminer Im(¢) et Ker(d).
d) En déduire le polynéme caractéristique de ¢ ?

Exercice 6 "Endomorphisme de rang 1"

Saient E un IK-espace vectoriel de dimension finie (1K = R ouC) domorphisme

et t diakonalisable.

3)a) Montrer que si tr(f) =0, alars f est nil
b) Déduire que f est diagonalisable si et seul

4) a) Montrer que f2 —tr(f)f =0.
b) Retrouver le résultat de 3)b).
c) Caractériser f lorsque tr(f) = 1.

Verifier que f est diagonalisal

5) Soit f l'endomorphisme de R?® dont la matrice dans la base canonique cst A =

1 11
111 ].
111

€ N,

libre.
2) Comparer p et n.
3) Déteymi

0 0
0
Aﬂ— 0 . eMn(C).
s el Teu %R
0 . 0 1 0

et P, son polynéme caractéristique.

1. Démontrer que pourn>2 on a :
Pna(X) = XPp1(X) — Pr-a(X)

2. Calculer Py et P,
3. Pour z €] - 2,2|, on pose = = 2cos(a) avec a €]0,7[. Montrer que Vn € N* ,

sin(a) Pn (X Lsin((n + 1)a)

4. a) Montrer que

d) Dans le cas ou tr(f) # 0, déterminer les éléments a € IK pour lesquel idg — af est
une symétrie de E.

k
Spr(4y) = (M = 2cos(n—_:1), ke{l,..,n}}
b) Montrer que A, est diagonalisable.
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5. Déduire que :
k

o - T —
t)Zcos(n = 1) =0.
k=1
ry-- km
) kI;Il cos(n + 1)
iii) det(An) = (=1)" cos(n%).
6. Soit B, = al, +bA,, a,b €R.
Justifier que B,, est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

Exercice 9 ¢ On note O,(R) = {O € M,(R);!00 = I,} Uensemble des matrices
Yibagpiblles de M, (R) et S, (R) l'ensemble des matrices symétriques de M, (R).
e Une matrice symétrique S € S, (R) est dite positive si elle vérifie

VX € M,1(R), 'XSX >0

L’ensemble des matrices positives sera notées S;} (R)
o Une matrice symétrique S € Sy (R) est dite définie positive si elle vérifie

VX € Mo (R)\{0}, 'XSX >0

L’ensemble des matrices définies positives sera notées S;+(R)

On admet que si S est une matrice symétrique réelle, alors toutes ses valeurs propres

réelles et il eziste une matrice P € O, (R) telle que S =* Pdiag()1, .., \.) Beave®)
sont les valeurs propres de S.
1. a) Montrer que pour tout A € M,(R), tAA € SH(R).
b) Montrer que pour tout A € GL,(R), ‘AA € S;*(R).
' O

2. Soit S € Sn(R) vérifiant : VX € M,1(R), ‘XS que S est la

matrice nulle.

3. a) Soit S € S,.(R). Montrer que SHR)S¢ et s nt si toutes ses valeurs
propres sont positives.
b) Soit S € S,(R). Montrer que S €\ {R) s1

propres sont strictement positives.

eulement si toutes ses valeurs

4. Soit S € S,(R). Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
a) S est définie positive .

b) Toutes les valeurs propres de S sont strictements positives.
¢) Il eziste M € GL,(R), telle que S =* MM.
d) S est positive et inversible.

. 2 4 4
nsi la mat =“{ -2 3 4
0 -3 -1

Justifier que A est tri lisalle, puis montrer qu’elle est semblable & la matrice T
2 0

Exercice 10 1.

suivnte A =

-2 2

rphisme canoniquement associé a D.
er que v est nilpotent d’indice 3 et que B’ = (e1,v(e1),v?(e1)) est une base

R3.
éduire la trigonalisation de B.

Probléme.

Objectifs.

Soit A une matrice de A, (R), on dit qu’une matrice R de M,(R) est une racine carrée
de A si R? = A. On note Rac(A) I’ensemble des racines carrées de A, c’est & dire

Rac(A) = {R € M,(R)/R? = A}

. Le probléme propose de déterminer les racines carrées de A dans différents exemples.
Les trois premiers exemples sont tous indépendants.

Exemple 1 : cas out A posséde n valeurs propres distinctes.

On suppose que la matrice A € M,(R) admet n valeurs propres réelles, \; < g < --- <

n

1. Justifier I'existence d’une matrice P € M,(R) inversible telle que A = PDP~! ou

D = diag(A1, A2, -+, An) puis montrer que R est une racine carrée de A, si et seulement
si la matrice S = P! RP est une racine carrée de D.
2.

Soit S une racine carrée de D.
a. Montrer que DS = SD.
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b. En déduire que la matrice S est diagonale.

c. On note alors S = diag(sy, -+ - , sn). Que vaut s? lorsque i € {1,--- ,n}?

d. Que peut-on dire de Rac(A) si A admet une valeur propre strictement négative ?

e. Si on suppose que toutes les valeurs propres de A sont positives ou nulles, déterminer
les racines carrées de la matrice D. On pourra poser ¢; € {—1;+1} pour i € {1,--- ,n}.
3. Ecrire toutes les racines carrées de A A l'aide de la matrice P. Combien de racines
carrées A admet elle? (On discutera selon le signe des valeurs propres de A).

4. Application : Ecrire toutes les racines carrées de

11 -5 5
A= ( -5 3 -3 ) . On donnera explicitement les coefficients des solutions trouvées.
S5 -3 3

Exemple 2 : cas o1 A est la matrice nulle de M,(R).
Dans cet exemple, on cherche 4 déterminer les racines carrées de la matrice nulle.
Sait R € M,(R), une racine carrée de la matrice nulle.

5. Soit f ’endomorphisme de R™ dont R est la matrice dans la base canonique de R™. On

$<Z)

\'\-\
‘.'_s -
note r le rang de f.
a. Comparer Im(f) et Ker(f) puis montrer que r < 3. ,
b. On suppose f non nul, donc r > 1. Soit (e1,--- ,er) une base dg Im(f) que’on com-
pléte avec (€41, ,€n—r) pour former une base de Ker(f).Pour i € {1,---,7}, on note

u; le vecteur tel que f(u;) =gi.
Montrer que la famille B =
la matrice de f dans la
6. a. Ecrire toutes les raa
d’une matrice inversible P.
b. Application : déterminer d
cherchera pas A calculgr explici
Exemple 3 : cas ou\g
7. Soit R une rpes

.)... ,u,) est une base de R™ puis écrire
ette matrice.
71.(R) de la matrice nulle & 1’aide de M; et

a Jmatrice unité de M, (R).
‘unité I,,. i
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