Préparatoire MP2

Prof : Nedra Moalla

Série III : Réduction

Exercice 1 Les question de cet ezercice sont indépendantes.
Soient A, B deuz matrices de Mp(1K).

1. a) Verifier que 0 est une valeur propre de AB si et seulement si BA.
b) Montrer que Spix(AB) = Spix(BA)

2. a) On considére la matrice J, = (

(r < min(n,p).
Montrer pour toute matrice B € M,.,(Hf}, X" x58(X) =

I, 0

0 0) € M,,(IK) avec

X?xps.(X)-
b) Déduire pour toutes matrice A € M,,,.(IK) et B € M,,(IK),
X" xa8(X) = X? xpa(X).

[}
3. Soit A une matrice inversible.
Verifier que pour tout A # 0, x4 () =

Exercice 2 "Matrice stochastique”.
Soit A = (a,‘j)]sug_n € AI,.(R) telle que

Vi,j € {1, ...,n};"éﬁi[o@ \}5
WE{Lde§Eky 1 \u)'
'”\*Qi

1. Montrer que 1 est une valeur propré,de A.
2. Soit )\ une valeur propre de A. 4
a) Montrer que |A| < 1.
b) Montrer qu'il eziste w € [0,1] tel que A —w| <1 —w

C(* Qﬁ

Exen(lce 3 On comzdé\;QNSce

l‘ ome caractéristique de A est xA(X )= (X -2)

(81,62,63) la base canonique de R? et v
omorphwme de ]R3 canomquement associé & B.

éduire la tn’gonalisation de A

ce 4 Soit B € C on considére la matrice

V03 g0
A=|=8=8 4 B
017 )

1. Déterminer le polynéme caractéristique de A.

2. Déterminer le polynéme le polynéme minimal de A (On pourra
discuter selon les valeurs de f.

3 1 0
Exercice 5 SoitA=| -4 -1 0
4 8 =2

1. Vérifier que A n’est pas diagonalisable.
2. Déterminer ker(A — I3)2.

3. Montrer que A est semblable a A = (

ool

0
b
0

o0 C

)
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Exercice 6 On considére E un C-espace vectoriel de dimensionn € N* et
u € L(E). Scit Ay, As, ..., A, les valeurs propn:s de u dews: d deur Cistincls ce
multiplicitées respectives my,my, ...,m,,. on pose Fi = ker(u -~ Agtd, ;)

P

1. Vérifier que E = @Fg.

2. i) Justifier que Yk € {1...,p} F;: est stable par u. On note ux
'endomnorphisme :nduit par u sur Fi.
ii) Montrer que u;. = Hy + Ny avec by est une homothétic et Ny est
un endomorphism= nilpote:at.

3. a) Montrer qgue E = F, @G ave: G est un sous espcce siable par u
et que Sp(uz) = {\a}-
b) Montrer que dim(Fi) = mig = mud(Ay).

4. @) On suppose dans cette quistion qu: Xy = m,. Mon'rer que Ny et
nilpotent d'indice m,.
b) Déduire qu'il eriste une lase de E dans laquelle 13 matrice de u

hJ 0. .0
§'écrit sous la forme C )

0 0 J, ]

A 1 0 0

0 X 10

avec J§ = . .
S 1
0o . . . N

Exercice 7 On considére E un ;5{&5‘ v
et u € L(E). On pose IK[u] = {F(u),
de L(E).

Notons I1, le polunéme runimal de u arec

1. Montrer que IK|u] == vect(idg, u, u?

tor d:mcmtm neN
]} le sous =space vectorizl

'?4 (P) ==
oy

de N°.

3. Déluire que x, = I1, si el s.zulcment si dim(I K(u)) = n.

Exercice 8 Svit A € M,,(C).
Montver que A nilpoten'e 3& seyaement si tri A¥) == 0, Yk € {0, .,n}.

mctrices de M,(C) telies que C
1. Calziler

A B) r )
L’objectif L@\ 5ialm.s questions est de démontrer lo relation :
det B\p = del(AD - BC)

C LY -~ = : (1)
4 ahté ( ) dans le cas ot D est inversible.
2 ippose qde D esi nor. inversible.

¢) Montrer qu’il existe py € N* tel que pour tout entier p > o, D+ !
est inversible.

t) Er. d4duive que I'égalitc (1) est également mnc dans le cas ou D
n'est pas inversible.

Considérons une mctrice M € M,,(C) et formons la matrice :

0. In
v-(% 1)
4. Montrer que Spc’N) = {u € C; i € Sp=(M))}.
I

Exercice 9 On
e! D commutent.

<

5. Soit jp € Spe(N) et X = € M, (C) un vecteur propre de M
In

cssocié a la valevr propre p*.

IMontrer que le vecieur Y = (‘ﬁ) € My, 1(C) est un vec'eur propre

2. Déduire que dim(i K|u]) =d

de N assccié ¢ la valeur propre .

1§~


https://v3.camscanner.com/user/download

s &

8

e H

6. a) Justifier si M est inversible, alors N est inversible. b) Pour tout & € {1,...,p} on considére I’endo Ty = (QiRy)(u). % “"‘E“
b) Soit A une valeur propre non nul de M, on note py et —py ses deuz Verifier que ITy + I3 + ... + I, = idcn. i
racines complezes distincts. Montrer que que les applications linéaires 3. Soit k et n deux entiers distincts appartenents & {1,..,p}.

suivantes sont injectives
ker{M — \l,) = ker(N — palan)

X
X

ker(M — M) = ker(N + pala,)
X
X
—mX
¢) Montrer que si M est diagonalisable et inversible, alors N est
également diagonalisable et inversible.

a) Montrer que s F;,, alor 'f)) =0.
b) Montrer q

c) Dédmre qu”gk;g {1, \Q}' t la projection sur Fj parallélement
a @ F..

i=1,i#k
4. On cosidére Yepido hlsme d = M1 + A2l + .. 4+ AT
Veérifigf qlie, P out k € {1,...,p} la restriction de d & Fj est dia-

is déduire que d est diagonalisable.

Probléme’ Décopostion de Dunford”
Soit n € N* et u € L(C"). On suppose que X, est scindé et on pose

P

xul(X) = (X = 2™

k=1
ou les )i sont les valeurs propres de u deux & deux distincts.A Cba
P
Pour tout k € {1, ..., p}, on pose Qx(X) = H (X b\ﬁ"“ et
i=1k#i ;’
F = ker(u — Mgidg)™.

1. Montrer que C"* = @ F;.

2. a) Véjifire qu'il existe des po nT\e%,&.&R,, tels que Z QxR = 1.

pose: u—d.
ﬁ\ ) Montrer que si v € Fj, alors n™ (v) = 0. .
\ EnJdéduire que I’endomorphisme n est nilpotent.

6. Soit d’ un endomorphisme diagonalisable de C* qui commute avec .
) Montrer que Fj est stable par d’ pour tout & € {1,...,p}.

b) En déduire que les endomorphismes d et d’ sont diagonalisables
dans une méme base de C".

7. Montrer que pour tout endomorphisme u de C*, il existe un unique
couple (d, n) d’endomorphismes de C" tels que d est diagonalisable, n
est nilpotent, don =nodet u=d+n.

8. En déduire que pour toute matrice A € M,(C) il existe un unique
couple (D, N) de matrices D est diagonalisable, N est nilpotente,
DoN=NoDet A=D+N.

On dira que A = D + N est la décomposition de Dunfort de A.

9. Soit A = D+ N la décomposition de Dunfort de A. Montrer que si A

est inversible, alors D est inversible
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