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M«_j ' Partie IIT

e On note par M,.(R)‘l'ensemble des matrices carrées d'ordre 7. '
e Soit A une matrice de M,(R). On dit qu'une matrice R de Mn(R) est une racine carrée
de Asi R? = A. ‘

e On note par Rac(A) I'ensemble des racines carrées de A.

“Le probléme propose de déterminer les racines carrées de A dans différents cas.

1. Cas ou A posséde n valeurs propres distinctes.
On suppose que la matrice A € M, (R) admet n valeurs propres réelles Ay < A < ... < An.

(a8) e Aadmetn valeurs propres distinctes doncelle est diagonalisable et semblable 4 une
matrice diagonale. D'oi V'existence d’une matrice P € My(R) inversible telle que
4d=PDPloa D= diag()q,/\z, ...,/\n). ' . ,
e Soit R une racine carréede 4 et S = P-1RP. Comme R? = A & §? = P-1R2P =
D& S2=D. , : (
(b) Racines carrées de D. Soit S une racine carrée de D.
i) D = % = DS. Posons S = (S;;). Comme SD = DS on a A;Sij = Si;A; et donc
pour i # j, Si; = 0 car A; # A; d’ou la matrice S est diagonale. -

2i) On a alors 5% = diag(s}, - -+ . 52) = diag(My, - - ,X,,). d'ol Vi, s? = M.

+3i)Si A1 < 0,7 = 1. s? = A; n'a pas de solution donc Rac(4) =

4i) Si on suppose que toutes les valeurs propres de A sont posntwes ou nulles alors

A20=20>0,Vi>2
Les racines carrées de la matricé D:

Rac(D) = {dzag(en/—h .n\/;,n_),éibel{"l_vl},}

\b) M4k ULILIOG 2L JGLUIT LGLLTT US M Odt I — L L tduue ue L.

Si A\; < 0, Rac(D) =0 = Rac(A4) =
Si A; > 0 une racine carrée de D est connue par le choix de £, =1ou -1,

Rac(A) = {szag(el\/—, -,en\//\n)P‘l.eie{—_l.l}}

Deux chom de ¢ donneront deux racines carrées dlstmctes de D sauf dans le ol

‘.A]_ = 0 d,OQ "
card(Rac(A)) = 2""‘1 si /\1 =0 _

card(Rac(AA))’,‘= Msin>0 \
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(d) Application : 4 e M3(R)
4 11 -5 5
A=| -6 3 -3 |,
! 5 -3 3
) est le vecteur propre associé a lavvaleur propre 0

§
(2
(

-1 ) est le vecteur propre associé a lavvaleur propre 16

k=

est le vecteur propre associé 4 lavvaleur propre 1

[ %)

, - )10 = L 91218 , - .
} Pp=(11 -11]. ok o bt
\ 5 1y ol 3 &
A = Pdiag(0,1,16)P~1, 4 racines carrées de A :
RacA = {Pdiag(0,1,4)P~!, Pdiag(0,-1,4)P! szag(O 1, —4)P"' szag(O —f, —-4)P 1}

7 oinzgpeil iy ¢ pirtym sbbo'lg -
3 -1 1 3 3 3 -3 1 -1
RacA={( -1 1 =11, =9 i S o sl g = i B SRR it R g .
1 -1 1 3 4 1 I S O B N O
Fng S NTg e g ETF e et =0

2. Cas ou A est la matrice nulle de M,(R).
On cherche dans ce cas 4 déterminer les racines carrées de la matrice nulle.
Soit R € Mn(RR), une racine carrée de la matrice nulle. Soit f 'eiddomorphisme deR" dont

& est la matrice dans la base canomque de IR" On note r le rang de f.

(a) RZ=0=> fof =0. Doncy ¢ 1mf=>3x€E/y = f(:z:) d’ou f(y) f"’(m) =0=
v € kerf, donc Imf C kerf
Le théoréme du rang
7+ dim(kerf) = n, e T ' ‘
Comme dim(kerf)> 1 dqncrgg PN e = ° o Ljons /i
nNeY .
(b) i) Lalet + Lﬁ,u, 0
; =1 l=1 -
En ComPObant pa‘r f = f(e!) Oet f u!) €y Zﬁlf(ul Zﬂie! R 0’ (elx <oy 6p
: Vg ged=l i=1
. estlibre = g = OVz '
n—r
’ Za,e; =0,(e,-- en,r) est hbre =>or, = 0
=1
D'ou Blibre et cardB = dimE => B est une base.
2i) .

M,.=Mat3(f)=<g {)r )

e ———— .
. ——— .
B s S
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(c) R € Rac(A) alors soit R = 0 soit R semblable & M,, R = PM,.P'I-, P € GLa(R)

Rac(A) = {PM.P~*/P € GL.(R),r € N* N1, g]} u {0}.

(d) Application :n = 4, les racines carrées de la matrice nulle sont 0 et les matrice
. 0 001 0010
semblables & 'une des deux matrices g 8 8 g K g 8 g (1) ' ’
0000 0000

3. Cas ou A = I, la matrice unité de M, (R).

(a) Soit R une racine carrée de la matrice unité I,,.
i) R?2 = I, & R~! = R, R est inversible.

2i) X2 — 1 est un polynéme annulateur de R. R est semblable & une matrice diagonal
qui ne contient que 1 o —1 sur la diagonale.

Rest semblable 45, = ( _OI" I : ) :
n-q

(b) Rac(l,) ={PS,P~1/P € Gl,(R),q€ {0,--- ,n}}.

4. Cas ol A est une matrice symétrique réelle.
Non, prendre par exemple § = diag(~1,0,1, - ,n — 1) une valeur propre négative.
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