Chapitre

Groupes

1.1 L’ensemble Z/nZ

T _’*_?.Yﬁtf
Définition
On appelle relation d'équivalence sur un ensemble E toute relation binaire R vériliant
1) R estréllexive ie. Vr € E, 2Rz,
2) R est symétrique ie.Vr,y € E, xRy = yRr :
3) R esttransitive i.e. Vr,y,z € E,7Ryet yRz => Rz

Exemple L'égalité est une relation d"équivalence sur E.

Exemple L'équivalence des suites (ou de fonctions au voisinage de a € R) est une relation
d'¢équivalence.

Exemple L'équivalence des matrices de M, ,(K).

Remarque Plus généralement, pour une application f : E — F, larelation R donnée par

TRy < f(z) = f(v)

définit une relation d'équivalence sur E.

Remarque En fait, une relation d'équivalence se comprend comme « une égalité modulo certains
critdres » .
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L12 Classe d'équivalence

Soit R une relation d'équivalence sur E.

Définition
On appelle classe d'équivalence d'un élément x de E pour la relation R, le sous-ensemble noté
Cl(x) formé des éléments qui sont en relation avee r

Cl(r) o (v € E/rRy)

La classe d'équivalence de r est encore souvent notée x, T, F....

Exemple Considérons E = (a,b,c,d, e} et f: E = (0, 1,2} définic par
J(@)=0.f(h)=1,f() =0.f(d) =1et f() =2
La relation R Jélinie par
1Ry f(1) = flv) o}
est une relation d'équivalence que I'on peut visualiser ainsi

] H b lakl
HEIUS AU NS SR N BY

Pour celle-ci Cl(a) = Cl(c) = {a,c), Cl(b) = Cl(d) = (b,d} et Cl(c) = {¢}.

Remarque Cl(r) réunit les éléments de E qui sont « égaux modulo la relation R » .

Théordme
a)VreE reCl(r);
b)Vr,y € E, xRy = Cl(x) = Cl(v):
cVr,ye E,x Ry=Cl(x)nCl(y) -0
Ainsi une classe d'équivalence n'est jamais vide et deux classes d'équivalence distinctes sont
disjointes. ‘ )

dém. :

r € Cl(x) car larelation R est réflexive,

Si 7Ry alors pour tout = € Cl(y) on a yRz et donc 2Rz par transitivité. Ainsi Cl(y) C Cl(z) et par
symétric on a I"autre inclusion et donc I'égalité.

Enlin, par contraposée, si Cl(x) N Cl(y) # 0 alors pour un certain z € Cl(z) NCl(y),onazRz et yRz
donc par symétric et transitivité, on obtient R y.

0

Remarque Si y est élément d'une classe d'équivalence Cl(z) alors xRy et donc Cl(x) = Cl(y). Ainsi,
tout élément d'une classe d'équivalence détermine celle-ci.
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Définition
| Tout élément y d’une classe d'équivalence est appelé représentant de celle-ci.

1.1.3 Ensemble quotient

Soit R une relation d*équivalence sur E. Les classes d'équivalence réalisent une partition de £'; cetle
partition est obtenue en regroupant entre eux les éléments qui sont « égaux modulo la relation R » .

Exemple Considérons la relation d’équivalence précédente sur E = (a,b,e,d,¢).
Celle-ci réalise une partition de E'en 3 classes d'équivalence.

Définition
On appelle ensemble quotient de E par R 'ensemble des classes d’équivalence pour rela-
tion R.
On le note E/R.

Remarque E/R se comprend comme 1'ensemble obtenu lorsqu’on « identifie entre eux les éléments
qui sont égaux modulo R » .

Exemple L’ensemble Q des nombres rationnels se construit comme 1'ensemble quotient de Z x Z*
pour la relation

(a,b)R(e.d) & ad = be
La classe d'équivalence d’un couple (u, b) est alors notée a/b.

1.14 L’ensemble Z/nZ '

Soitn € N°.

Définition
On définit sur Z la relation de congruence modulo n par

a=b [njen|(b-a)

Proposition
| La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence sur Z.

dém. :

La relation est céflexive cara = a  [n] puisque n | (@ — a).

Larelation est symétriquecara=b [n] = b=a [n]puisquen|(b—a)= n|(a-b).

Enfin, la relation est transitivecara =4 [n]etb=c¢ [n) = a=c [n] puisquen | (b—a)etn |
(c=0)=n|(c—ua).

a

| 7 ool 1 @O0
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Définitlon
Pour a ¢ Z, on note @ la classe d'équivalence de o ¢ Z pour la relation de congruence
modulo n.
Ainsi
a=(a+hkn/k€Z)=a+nZ
Définition

[_On note Z/nZ 'ensemble quotient de Z pour la relation de congruence modulo n.

Théoréme <
Z/nZ cst un ensemblc fini A n éléments qui son

01.....(n=1)

dém. :
0,1.....(n = 1) sont des éléments de Z/nZ.
Poura,b € (0....,n -1},
i=b=n|(b-a)=>a=0b
Par suite, les classes 0,1,. .., (n — 1) sont deux A deux distinctes.
Pour tout i € Z/nZ, en considérant le reste r € {0,1,...,n — 1} de la division cuclidienne de o par n,
on obtient @ = 7. Ainsi toutes les classes d'équivalence figurent parmi 0, T,..., (n = 1).
0

Exemple Z/2Z = (0,1}, 2/3Z = (0,1.2}, Z/1Z = (0,1.2,3}, etc.

Proposition
Pour tout a, b,a’, V' € Z,

a=a bzl [)=at+b=a+b [n)etab=d¥ [n]

dém. :
wla' —aetn | —benminentn | (u' + ') = (@+b) = (o' —a) + (V/ =b) etu| (V) = (ab) =
(a" = a)t/ +a(t' -b)
0
Définition
On définit deux opérations + et x sur Z/nZ en posant

i+b=a+betaxb=ab
& ot

Remarque La définition ci-dessus est consistante puisque le résultat de ces opérations ne dépend pas
des représentants a, b choisis pour chaque classe.

8 by @080
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Exemple Dans Z/6Z,
3+§=§_=§_oucncon:§+5=3+
Ix5=15=30ouencore3 x §5=13x

1.2 * Structure de groupe’
1.2.1 Définition

Définition

On appelle groupe tout couple (G, +) formé d'un ensemble G et d'une loi de composition
interne * sur G vérifiant :

1) * est associative i.c.

Va,b,ce G,(axb)xc=ax(bxc);

2) » posséde un neutre i.e.

JeeGYaeG,are=a=c*a

cet élément e est alors unique ;
3) tout élément de G est symétrisable * i.e.

YaeG,3heGaxb=ec=bxa

cet élément b est alors unique et appelé symétrique de a, noté a™" .

Side plus 1a loi * est commutative, on parle de groupe abélien.

Lorsque la loi est notée x ou., on dit que le groupe est noté multiplicativement (e — 1,
axb—ab) !
Lorsque la loi est notée +, on dit que le groupe est noté additivement (¢ = 0,axb — a + b,

a~''5 —q ). Cette dernidre notation est réservée au groupe commutatif.

Attention : Lorsque la loi + n'est pas commutative :

- la neutralité de e se vérifie par deux compositions ;

- I'inversibilité d'un élément se vérifie par deux compositions ; G
-ona(axb)"'=b"1wa"l.

Exemple (C,+).(R.+),(Z,+) sont des groupes abéliens de neutre 0.
Exemple (C*, x),(R*, x), (R**, x) sont des groupes abéliens de neutre 1.

Exemple (GL,(K), X) est un groupe non commutatif de neutre Jp.

n 9 T @000
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1.2. STRUCTURE DE GROUPE

1.2.2° Itéré d’un élément

Soit (G, *) un groupe de neutre €.

Définition

Poura € G et k € Z, on note a* 1'itéré d'ordre k de I'élément a :
-p0urk>O.a‘;[u*mtu(k(cnns);

- :=0,a"=c; a0ty s aauionle
pourk=0,a =c q ! i

-pourk < 0,a* ;ra" % -+ %@~ (|| termes).

Proposition
Ona
Vk.L € Z,a* xa’ = a** et (a*)’ = a*’
dém. : &
11 suflit de discuter selon les signes des exposants d'itérations considérés, c’est un peu lourd. ..
O

Remarque Si le groupe est noté additivement, on note k.a I'itéré d’ordre k de a. On a alors

ka+ta=(k+0).aet(ka) = (kl).a

Attention : En générul
(a*b)P # aP x bP

En effet
(axb)P = (axb)*(arb)*...x(a*d)

et
AP* = (ara*x...xa)x (bxd*...xb)

Cependant, si a et b commutent alors (a % b) = a” = ¥

1.2.3 Le groupe symétrique

Définition
| On note Sg I'ensemble des permutations de E i.e. des bijections de E vers E.

Théortme

(Sg, 0) est un groupe de neutre Idg.
Ce groupe est non commutatif dds que CardE' 2 3.

Exemple S, = S({1,...,n}) est un groupe de cardinal n!.

Parmi ses éléments signalons :
- les transpositions 7 = ( i ) vérifiant 7% = Id;
-lespcyclesc=( a1 az ... ap) vérifiant ¢ =1d.

10 wolabantl @O0
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1.2.4 Legroupe (Z/nZ, +)

Théordme
(Z/nZ, 1) estun groupe abélien & n éléments de neutre 0,
De plus s
VacZ/nZ, - 0= (~a)
dém.

A4 Ta+t) = (b+a) = b adone + est commutative sur Z /nZ.

(a-+ Dreeatbtds= (b)) +ec=a+(b+e)=a+ (5 + €) donc -+ est nssociative sur Z/nZ,
A4 0=a70=am=04doncest élément neutre de (Z/nZ, ).

A4 (=a) =a=a= 0= (-a)+adonc d est symétrisable et = = (-a).

0
Exemple n = 2,Z/2Z = {0,1}.

=
k=1 =]
1 —f -t

Exemple n = 3,Z/3Z = {0,1,2}.

r - o4
LU et Sl
— TR

RS = =1

Remarque Dans une table d*opérations, sur chaque ligne figure chaque élément de groupe ; cela
provient de la bijectivité de 'application x = a » x sur G, On a la méme propriété sur les colonnes.

Théortme

Pourtoutd € Z/nZ etk € Z
kii=kxa

dém. :

Par récurrence pour & ¢ N.

Cask =0:0.d =0 = Da.

Supposons la propriété vraie au rang k > 0.

(k+l).n=k.a+a"=nl~'5+n=r-n+ =(k+1)a

Récurrence établie.
Pour k € Z7, on peut écrire k = —pavecp € N.
On a alors
k.= —(').(-j) = ~pid = ——’)a = A_(;
0

n @080
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1.2, STRUCTURE DE GROUPE

1.2.5 Produit finl de groupes’

Définition

SOl 41,y #, des lois de composition interne sur des ensembles £),..., Ey,. On appelle ioi
produit sur ' = Ey % +++ x E; lalol * définie par

(r:.---.xn)*(yn.--..un);r(n *1 Ylyeoe 120 ¥n Yn)

Proposition

Si (G1,%1)se+.y (Gny*n) sont des groupes de neutres ey,...,eqalors G = G X ... x G
muni de la loi produit * est un groupe de neutre € = (e1,...,€,,).

De plus :

- I'inverse d'un élément (21,...,7,) € Gest (z7',...,27");

- si tous les groupes (G1,*1)...., (Gn,*,) sont commutatifs, le groupe (G, *) I'est aussi.

n

dém. :
Soits = (7y,..., )y = (M1y-- s Mn) el 2 = (2y,...,2,) éléments de Gy X ... x G,..
Ona
Tr(y*2)= (oo qi*i (0 *i 2i)y...)
et

(zry)*z=(.. (2i% W) % Zir.. )

Puisque les lois *; sont associatives, on obtient
ra(yxz)=(rxy)*:z
L’élément e est neutre car
Tre= (.., Tixeq.)=Tele*xT=(.0iri*iTy,..) =T
L'élément T est symétrisable de symétrique 2’ = (z7",...,z;") car
T2 = (., omz ). ) =eez «z= (.52 % iy ) =Te

Ainsi (G, +) est bien un groupe.
Si de plus les lois *; sont toules commutatives

gxy=(osZi*Piyeo)=(co , YixZis.. )=y

O
Exemple Si (G, «) est un groupe de neutre e alors (G™, %) est un groupe de neutre (e, ....e).

Exemple Pour (Gy,%1) = (G2,%2) = (Z,+), la loi produit sur Z2 que nous notons + est définic par:

(z1,22) + (11, 02) = (T2 + 91, T2 + 12)
(Z2,+) est un groupe abélien de neutre 0z2 = (0,0).

= ERicloCol
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Exemple Pour (Gy41) = (R'*, x) et (G, 42) = (R, +), la loi produit sur R** x R que nous notons
& est délinie par
(r0) (r'.0) = (rr',0 4 0')
(R'* x R, ) estalors un groupe abélien de neutre ¢ = (1,0).
De plus
(r.0)~' = (1/r,-0)

1.3 Sous-groupes

(G, *) désigne un groupe de neutre c.
1.3.1 Définition

Définition ' f .
On appelle sous-groupe d'un groupe (G, ) toute partie /I de G vériliant :
eeH; :

)vVryeHray ' e H.

Exemple {¢} et G des sont sous-groupes de (G, »).

Remarque Le point 1) peut aussi étre transposé en H # () car alors H # @ et 2) entraine e € H.
Le point 2) peut nussi étre transposé en 2a) Vr,y € H,zxy € Het2b)Vre H,r'eH.

Remarque Si le groupe est noté additivement 1) et 2) se relisent 0 € HetVe.y € H,r -y € H.

Théortme
| Si H est un sous-groupe d'un groupe (G, *) alors (H,*) est un groupe de méme neutre.

Exemple L'ensemble des racines n-i2me de 1'unité est
U,=(z€C/z"=1} .

C’est un sous-groupe de (C*, x).
(Un, x) est le groupe des racines n-idme de I'unité,
Rappelons
Un = {e***/"/k € [o,n - 11} = {w*/k € [o,n 1]}

avec w = e¥*/",
Exemple L'ensemble des matrices orthogonale est
On(R) = {A € Mn(R)/'AA = I,,}

C’est un sous-groupe de (GL,,(R), x).
(On(R), x) est un groupe, c’est le groupe orthogonal d’ordre n.
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1.3. SOUS-GROUPES

1.3.2  Intersection d’une famille de sous-groupes

Théordme
Si (H;)icy est une famille de sous-groupes de (G, +) alors leur intersection I = n I estun
€l

sous-groupe de (G, ).

dém. :
H C Gete € H care est élément de chaque ;.
Soitr,y € H.Pourtouti € I, r,y € H, doncr+y~! € H; puisz+y~' € H.

Remarque La réunion de deux sous-groupes n'est pas un sous-groupe sauf cas d'inclusion de I'un dans

I'autre.

y

1.3.3 Sous-groupe engendré par un élément

Définition
On appelle sous-groupe engendré par un élément a € G I'ensemble

(a):r{a"/k €Z}

Remarque En notation additive,
(a) = {k.a/k € Z)

Théoréme
(u) est un sous-groupe de (G, *) contenant a.
De plus, pour tout sous-groupe IT de G

a€EH=(a)CH

Ainsi (¢) apparait comme le plus petit sous-groupe contenant a.

dém. :
(a) € G, e =a" € () et pour tout 7,1 € (a), on peut écrire r = a*, y = a’ avec k,{ € Z et alors

I y-l = a*-¢ € ((l)

(a) est donc un sous-groupe de (G, *) et a — a' € (a).
De plus, si H est un sous-groupe de (G, *) contenant a alors

a"=ecH.a'=a€H,d®=a»a€H,a®=a%+a€ H....

Par une récurrence facile,
VkeN, ke H

Pourk€Z~, k= —pavecp€N,a* =a~” = (a”)' € H cara” € H.

Ainsi
VkeZ,a* e H

u T O000
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ce qui slgnitie (a) C M.
)
Remargque Méme si laloi « n'est pas commutative, le sous-groupe () est commutatif car

Ly (G f I

et wat ' ma el

Exemple Dans (C,+),
(a) = {ak/k € Z) = aZ

Exemple Dans (C*, X).
{a) = {a*/k € Z2)

En particulier
(@)= {2k €Z) = (...,1/8,1/4,1/2,1,2.4,8,.. .}

eLpour w = o3
(W) = {W*/k€eZ} = {1w,....u""} =U,

carw” = 1.

Exemple Dans (Sy,0) considérons lecyclec= (1 2 3 4).

{eym {1, {1 2 8 4.):(1 8)o(2.4):(4 32 1)}

1.3.4 Sous-groupe engendré par une partie

Définition
On appelle groupe engendré par une partic A de G 'intersection de tous les sous-groupes de
(@7, +) qui contiennent A. On le note (A)

Théordme
(A) est un sous-groupe de (G, *) qui contient A.
De plus, pour tout sous-groupe H de (G, +).

Acl = (A)cH

Ainsi () appamait comme le plus petit sous-groupe contenant A.

dém. :
Posons S = {H sous - groupe de (G, *)/A C H}. Par définition
(A=NH
Hes
15 " S @08
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() est un sous-groupe car intersection d'une famille de sous-groupes.
Puisque A estinclus dans chaque H € S,onn A € (A).
Enfin, st I est un sous-groupe de (7, )

AcH=sHeS={AcH

0
Exemple Poura € G,

({a}) = {u‘/k € 2} = (a)

Exemple Poura,b € G,
({a,b}) = {a"1b%...a" b /n € N* ky,... kns b1y .o ln €Z)

En fait
{{a.b}) = {produits finis d"itérés de @ et b}

Si a et b commutent, on peut simplifier

({a.b}) = {a"b/k, L€ Z}

Exemple Dans (Z?, +)
({(a,0), (¢, )}) = {(ka + e, kb + €d) [k, L € Z}

On peut montrer que ce groupe se confond avec Z? si, et seulement si, ad — be = 1.

Exemple Dans S,,, considérons T I'ensemble des transpositions éléments de S,,. On a
(f) =S

car il est connu que loute permutation peut s'écrire comme un produit de transpositions.

104

1.3.5 Les sous-groupes de (7, +)'

Théordme
| Les sous-groupes de (Z, +) sont les nZ avec n € N.

dém. :
nZ cst un sous-groupe de (Z, ++) car

nZ = {kn/k € Z} = (n)

Inversement, soit 4 un sous-groupe de (Z, +).
Cas H = {0} :ona H =nZavecn = 0.
Cas H # {0} : onintroduit H* = {2 € H/x > 0}.

. 16 L @000

: Scanned with !
i & CamScanner’;


https://v3.camscanner.com/user/download

CHAPITRE 1. GROUPES \

Il existe 7o € H telque 7 # 0.Sizo > Oalors 7o € HY, sinon —xg € H*. Dansles deux cas H+ # 0.
Rappelons : Toute partie non vide de N admet un plus pgtit élément.

Ici H* est une partie non vide de N, on peut donc intrtluire n = min .

Onan € HdoncnZ = (n) C H. :

Inversement, soit x € H. Par division cuclidienne, r = gn + ravec0 < r < n.
Onaalosr=r-meHcarmenZCcH. ~ : ‘

Sir > 0alorsr € H* ce qui estimpossible carr < n =min H*, ‘

Ilreste r = Oetdonc z = gn € nZ.

Ainsi H C nZ puis par double inclusion H = nZ.

m}

Remarque Le naturel n tel que H = nZ est unique car o
Si H = (0} alors n = Oetsi H # {0} alors n = min (7 € H/x > 0}.

-

1.4 Morphisme de groupes
Soit (G, *), (G, T) et (G”, L) des groupes.

1.4.1 Définition ' -
Définition ‘

On appelle morphisme du groupe (G, ») vers le groupe (G, T) toute application i : G — G

vérifiant

Vr.y e G,p(r*y) = ¢(r)Te(y)

Exemple L application constante ¢> : G — G définic par ¢(z) = e est un morphisme du groupe (G. %)
vers lui-méme. =

Exemple L'identité 1d¢ est un morphisme du groupe (G, *) vers lui-méme.

Remarque Un morphisme d’un groupe vers lui-méme est souvent appelé endomorphisme.

v

Exemple In est un morphisme de (R**, x) vers (R. +). z
En effet, pourtouta,b >0, '

-

In(ab) = In(a) + In(b)

Exemple exp est un morphisme de (C,+) vers (C*, x). ol
En effet, pour tout 2. 2" € C, P »
exp(z + 2') = exp(z) exp(2') ; ; o

- »

»

Exemple Le déterminant définit par restriction un morphis.mc de (GLA(K), x) wers (K7, x) 4

L.

-

17 : ' . @O0
”

:  Scanned with !
i & CamScanner’;


https://v3.camscanner.com/user/download

R et A & s

e

TN RRAld NSRBI Vs

e

-

’
- ” / g .
1.4. MORPHISME DE GROUPES R % .
’ .
Exemple l.:lignxmz:S.,—-(l.—l]avvg - sl T 2
A s U(J)-t_y(‘j - < ~ .
.~ . é S YT e g - % - -
- Nunmorphumedum(b.'c‘)'m([l -1}, x). % e
En cffgt. s T '
el Yo.o' es (coa)-'(a)x"(c)
Rappelons que sir est une transposition alors (1) -l
~ En conséquenice, si ¢ est un cycle de longueur p alors <(c) = (=1)”~} car c est vn produitde p — |
transpositions - = L L -~
. fay a2 ... g, )=(e1 a2 )o( ez c,)o...;(l;,_l £ ) &
\ - - » =
Exemple Soit ¢ un élément d'un groupe (G, # ) - -
Lapplication ¢ : Z —» G défimic par (k) = a estnumpbnm:degnwpcs e » -
En effet - -
= g(n+p) =a*"*?" = g"" 2 a7 = ;(n} + (p)
142 Propriétés . . - & :
Pmposlﬁon J e L
(‘—»C’dc’"C‘-o("mdnmﬂmmcsdcgmmaknc 2¢:G -G enent
uﬂﬂu\‘l
dém. : Fo
Soitr,y € G.Ona .. ! . ’ &
Bou(rey) = o(en)Te(p) = (Vo p(r) L(vo ) -
- -D . e .
Remarque Lacanposécdcdtu\mdmmahmmsdungmpe((' -)mmcuhnap!mmcdu
groupe ((L. =). : ¢
r A
Proposition ~ ~ . -
l Slydmmphmncdnngmupc(cﬁ)mungwpc(}l T) alors N . O
N fle)=daVreC,¢(z™ ") = ¢() ! B
. Plus génémlement TS ' B
Y¥reG.YneZ, p(z") = (3" b
-~ . o =

dém. :
¢(e)

= g(e»e) = £(e)T(e) et en composant par ',:(c)"-o;obdem e’ = (e).
Aussi () Ty(z 1) — #(z «x~!) — (e) —.¢’ donc en composant par (5) ' & ganche on cbtient

Flx™") = ()" -

']
L
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Iar récurrence, on véritie alsément

Vo Ny g (") o ()"
puis par passage au symétrique, on étend cette proprideé b ¢ 2,
0

Remarque On peut aussi ¢tablir

V.“......l,. f:(:-l(.?"n) - .,.l"ll(".)

Théordme
Ll.'ill\agc directe (resp. réciproque) d*un sous-groupe par un morphisme de groupes cst un sous-
groupe.

dém. :
Soit ¢ : ¢ = ' morphisme de groupes.
Soit H un sous-groupe de (G, +). Montrons que

¢(H) = {¢(2)/x € H}

estun sous-groupe de (G, T).
D'une part e’ € 2(H) care’ = (e) avec e € H.
D'autre part, pour ', /' € ¢(H), on peut écrire 2’ = ¢(r) ety = ¢(y) avec 2,4 € H et alors

Ty~ =plry™) € p(H)

carr«y~' € H.
Ainsi @(H) est un sous-groupe de (G, T).
Soit H' un sous-groupe de (G, T). Montrons que

p~!(H') = {z € G/p(z) € H'}

est un sous-groupe de (7, ).

D'une parte € ' (H') car £(e) = ¢’ € H'.

D'autre part, pour £,y € ¢~ (H'),ona p(r » y=1) = (1) Te(y) ™" € H' car (). o(y) € H'.
Ainsi = (H') est un sous-groupe de (G, +).

0

1.43 Noyau et image

Définition
Si 2 est un morphisme du groupe (G, +) vers le groupe (G’, T), on introduit
- son noyau ker £ = ¢~ ({¢'}) qui est un sous-groupe de (G, +);
- son image Imy¢ = ¢(G) qui est un sous-groupe de (G, T).

Exemple Déterminons image ct noyau du morphisme de 2 : C* — C* défini par ¢(z) = |z|.
Img =R etkerp =U -

19 ClOC[E)
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Exemple Déterminons image et noyau du morphisme exp : C = C*.
Pour = = a 4 1b, on a exp(z) = e¢".

Pour Z € C*, on peut écrire Z = re'’.

En posant z = Inr + 16, on aexp(z) = Z. Ainsi

Im(exp) = C*

Aussi, pour 2 = a +1ib
exp(z)=lee*=1lete =1

Par suite
ker(exp) = 2ixZ

Exemple Déterminons image et noyau de det : GL,, (K) — K*.
OnaImdet = K* car avec une matrice diagonale il est facile de construire une matrice inversible de

déterminant tel que voulu. Aussi
kerdet = {M € GLn(K)/det M = 1} = SL,(K)

appelé groupe spécial linéaire d"ordre n.

Exemple Déterminons image et noyaude & : S, — {—1,1} pourn > 2.
Onalms = (1,-1} et
kere =9,

appelé groupe alterné (ou groupe des permutations paires).

Théordme '
Soit ¢ un morphisme du groupe (G, ) vers le groupe (G', T).
a) ¢ est injectif si, et seulemént si, ker 7 = {e} ¢
b) ¢ est surjectif si, et seulement si, Imy> = G'.

dém. :
a) Si ¢z est injectif, €’ possdde au plus un antécédent par 2. Puisque ¥(e) = €', on obtient

ker¢ = {e}

Inversement, supposons ker ¢ = (e}. Soit 7, € G tels que (1) = ¢().
Onagp(r+y™!) = p(r)Te(n) ™ =¢ etdonc 7= y~! € ker . AinsiT* ™
b) C’est une évidence et ne dépend du fait que > soit un morphisme.

O

P=epuisz=y.

1.44 Isomorphisme de groupes

Définition
| On appelle isomorphisme de groupes tout morphisme de groupes bijectif.

Exemple In: R** — R est un isomorphisme de (R**. x) vers (R, +).

g 20 ~ @000
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Proposition
Sig:G = G ety : G = G” sont des isomorphismes de groupes alors 0 7 : G — G” en
est un aussi.

Théoréme
Si ¢ : G — G’ est un isomorphisme de groupes alors ! : G’ — G est un isomorphisme de
groupes.

dém. :
dém. :
Pour tout .1/ € G ilexiste r.y € Gelque £(x) = et £(y) = v/
On a alors
T =7 E@OTW) =7 (Herp) = sy =7 ) = 27'(Y)

Ainsi - ~! est un morphisme de groupes et il est de plus bien connu que 7! et bijective.

a

Définition
On appelle automorphisme du groupe (G. =) tout isomorphisme du groupe (G, =) dans lui-
méme.

Exemple Si a est un élément du groupe (G ») alors I"application 7, : G — G définie par

To(r) = ara™!
est un automorphisme de groupe.
Proposition
| L'ensemble Aut(G) des automorphismes d’un groupe (G, +) est un sous-groupe de (S7.7).
dém. : 3
Aut(G) est bien une partie de Sg-

L'identité est automorphisme de groupe, la composée de deux automorphismes de groupe est un auto-
morphisme de groupe et, enfin, I"application réciproque d'un automorphisme de groupe est encore un
automorphisme de groupe.

O

145 Groupes isomorphes

Définition
S’il existe un isomorphisme entre deux groupes, ceux-ci sont dits isomorphes.
Ceux-ci se comportent alors de fagon identique d’un point de vue calculatoire.

Exemple Les groupes (R**, x) et (R, +) sont isomorphes (via le logarithme népérien).

La multiplication sur R™* et I"addition sur R ont les mémes propriétés.

En revanche les groupes (R*. x) et (R. +) ne sont pas isomorphes.

En effet, I'équation 72 = 1 posséde deux solutions dans (R*. x ) alors que I'équation analogue 2r = 0
n’en posséde qu’une dans (E.+).
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Exemple Comparons les tables d*opérations dans (Z/4Z, ) et (Uy, x) :

+|0 1 2 3§ x |1 i -1 —i
0|0 T 2°3 1 |1 1 =1 =i
T[T 23 O0let & |i =1 =i 1
512307 sl Jeclirirzindd o i
3 300Y =t =1 A =]

Les deux groupes (Z/4Z,+) et (Uy, x) se comportent de fagon semblables ; ils sont isomorphes via
1"application @ qui envole A sur i®,

Exemple Considérons en revanche la table d*opérations dans ((Z/2Z)2. +):

+]le a b ¢ e = (0,0)
c e a b ¢ a= (T,(.))
@ |a ¢ ¢ b |ennotant be (0.1

blb ¢ e a A (_' )
e le b o e c=(I,T)

((Z/22)?,+) se comporte d'une fagon différente ; il n'est pas isomorphe aux groupes précédents.

1.5 Groupes engendré par un élément
1.5.1 Groupes monogénes
Définition

Un groupe (G, #) est dit monogene s'il existe a € G tel que G = {(a).
Cet élément a est alors appelé générateur du groupe.

Remarque Un groupe monogene est nécessairement commutatif car

A4t A

ra’ =" =al v

Exemple (Z,+) est monogene car Z = (1).
Exemple (U, x) est monogéne car U,, = (w) avec w = e2i®/n

Exemple (C,+) et (C*, x) ne sont pas des groupes monognes.

Exemple Pour n > 3, le groupe (S,.. o) n’est pas monogéne car non commutatif,

n— - 2 Temol X @080
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1.5.2  Groupes cycliques
Définition

| Un groupe est diteyelique il est monogene et fini

Exemple (U, x) est un groupe cyclique.

Théordme
L(?,/n?.. +) estun groupe cyclique dont les générateurs sont les 1 pour m € Zavee mAn — 1,

dém. ¢
Z/nZ, e (I) car
() = (kT/k € Z) = {(k/k € Z) w Z/nZ

Si m est générateur de Z/nZ alors il existe & € Z tel que k.l = Tetdone ki =1 [n]. Il existe alors

(¢ Ztel que
kmnl =1

et ainsi m A n = 1 en vertu du théordme de Bézout.
Inversement, si m A n = 1 alors il existe k, £ € Z tels que km + (n = 1 et donc

km=1 [n
d'od k. = I Ainsi T € (in) or (I) = Z/nZ donc

(m)=Z/nZ

0

1.5.3 Description des groupes monogénes

Théoréme ‘
Soit (G, +) un groupe monogéne.
Si CardG = +00 alors (G, *) est isomorphe A (Z, +).¢
Si CandG = n € N* alors (G, #) est isomorphisme & (Z/nZ, +).

dém. :
Soit @ un générateur de G. L'application ¢ : Z — G définie par (k) = a* estun morphi'sEnc de groupes
car “ Rl ' il

ok + ) =a** = a* wa’ = ¢(k) * ¢(0)

11 est de plus surjectif car a est générateur de G et donc
G={d'/keZ}

Le noyau de ¢ est un sous-groupe de (Z, -+). Il existe donc n € N tel que ker ¢ = nZ.
Cas n = 0: o est injectif, c’est un isomorphisme de groupes. (G, +) est alors isomorphe & (Z,+) et G
est de cardinal infini.
Casnu#0:0na
k) =p(l) @ k-£E€kery

- - 23 M amolsbuqubsgs 4 @OO@
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1.5, GROUPES ENGENDRE PAR UN FLEMENT

done
af=alek=l [n

On peut alors considérer I'application @ : Z/nZ = G déierminée par P(k) = ab.
& est un morphisme de groupes car

Pk+17) = g7 = oM = at wa = (k) » g(7)
D'une part Im3 = {a*/k € Z} = G et dautre pan
Fekergeoa*=ae k=0

donc ker 7 = {0}. On en déduit que (3 délinit un isomorphisme.
Le groupe (G, #) est alors isomorphe A (Z/nuZ, -+) et en particulier G est de cardinal 1.
0

Corollaire

(Z/nZ,+) et (U,, x) sont isomorphes via I'application k = w* = ¢
Les générateurs de (U, x) sont donc les w™ = e™mT/M avecm An =1
Ces éléments sont appelés racines primitives n-idme de I'unité.

2|l'/u.

dém. :
Puisque w est générateur de (U, x), I'application & : &+ w* est un isomorphisme de groupes. Celui-ci

échange les générateurs de (Z/nZ, +) avec ceux de (Uy, x).
0

Exemple Déterminons les générateurs des groupes (Uy. x), (Uz. x), (Ua, x). (Uy. x).

A ﬂk A

CLN
BRI i |

n=1 n=2 n=3

1.54 Ordre d’un élément dans un groupe

Définition
On dit qu'un élément a d'un groupe (G, ) est d'ordre fini §'il existe n € N* vérifiant a” = ¢
On appelle alors ordre de a le plus petit n € N* vérifiant o = e.

Exemple Dans (C*, x), I'élément 2 n'est pas d’ordre fini.
En revanche, 1'élément w = e2*™/" est d’ordre fini égal 3 n.

Exemple Le neutre e est I'unique élément d’ordre fini égal 2 1 du groupe (G, *).

2 o @08
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Théardme
SEaestd ondro tind ¢pal A nalors

EVmeZa" wcevn|m

dém ¢

(¢2) lmmédiar, ,
(=> ) Supposons a™ = ¢ et introduisons le reste r de la division enclidienne de m par n,

me=qndgravecl<r<n

Ona
a" = g™ " =" (a") V=

Or n est le plus petit naturel non nul vérifiant o™ = ¢ done r = 0 puis » divise m.
8

Exemple Sia estd'ordre n alors a* est d"ordre n/pged(n, k).

Corollaire
Onaalors
Wk iteZa*=a'esk=t [n]
dém. :
Car
n‘ =a’ ¢ ﬂ"' =
0
Théortme

Si a est un élément d'ordre fini d'un groupe (G, +) alors son ordre 1 est le cardinal dusous-
roupe (a) qu'il engendre et ce demier est isomorphe A (Z/nZ, +)

dém. :

(a) = {a*/k € Z} = {e,a,...,a""}

avee ey e v a™ ! deux A deux distinets.
(a) est un groupe cyclique & 1 éléments done isomorphe A (Z/nZ, +) via 2 : | T o 5 4
[

'1.5.5 Elément d’un groupe fini

Théortme
Si (G, ) estun groupe fini de cardinal'n alors

Va € G,a" =%

2 = )
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1.5. GROUPES ENGENDRE PAR UN ELEMENT

dém. :
Cas (G, *) commutatif
Soita € G. L'application T :  — a * x est une permutation de G. On en déduit

Hr(r)=n:t

1cG cQ
Or
H r(r) = H (axxr)=a®C+[] =
reG rc@ €@
Et par conséquent
P 4 aCne _ o

Cas général
On définit sur G une relation binaire R en posant

Ry keZy=a»rz
On vérific aisément que R est une relation d*équivalence et que pourtoutr € G
Cl(x) = {b*x/b € (a)}

En particulier
Vr € G, CardCl(z) = Card (a)

En notant p le nombre de classe d'équivalence de la relation R, on obtient

CardG = np

0

Corollaire
Si (G, *),est un groupe fini/alors tous ses éléments sont d’ordre fini et'leur ordre divise le

cardinal du groupe.

. Exemple Dans (Z/6Z,+), 0 estd’ordre 1, 3 est d’ordre 2, 2,4 sont d"ordre 3 et 1.5 sont d’ordre 6.

Exemple Dans un groupe 2 6 éléments, il peut y a avoir des éléments d’ordre 2 et 3, mais pas
d'éléments d'ordre 4.

1.5.6 Musculation : sous-groupes de (Z/nZ,+)

Exemple Montrer que les sous-groupes de (Z/nZ, +) sont cycliques. Soit H un sous-groupe de
(Z/nZ,+). SR e
Posons A = {x € Z/% € H}. On vérifie aisément que A est un sous-groupe de (Z, +) et donc il existe
ceNtelque A=cZ.Pourr € Z,ona

5

sl ! {
IeHedkeZr=kee3keZT=ke

On en déduit
H=(

26 ihamolshruqubsnqo.qe 1@@@@
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Exemple Montrons que (Z/nZ, +) possdde un unique sous-groupe de cardinal d pour chaque

divisant n.Soit d un diviseur de n.
Posons ¢ = n/det I = (). Ona

H = {l".f.'.‘(‘,.‘..(d- 1))

et [{ est un sous-groupe a exactement d ¢léments.
Inversement, soit 77 un sous-groupe A o éléments de (Z/nZ, +).
Tout élément de I d'ordre divisant !l et done

vie Hody =0

ie.

\Fc Hon|dr
puis

Vi€ Hoc|r
Ainsi

H C {0,&25,....(d - 1)¢)

et I'égalité est acquise par cardinalité.

@O0
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Anneaux

I désigne R ou C.
1 2.1 Structure d’anneau

2.1.1 Définition

Définition T

On appelle anneau tout triplet (A, +, x) formé d'un ensemble A et de deux lois de composition
internes usuellement notées + et x sur A vérifiant :

1) (A,+) est un groupe abélien de neutre 0,4 ;

2) x est associative et posséde un neutre 14 ;

3) x est distributive sur + i.e.

Va,b,c€ A,a(b+c)=ab+acet(b+c)a=ba+ca

Si de plus la loi x est commutative, on dit que I'anneau (A, +, x) est commutatif.

Exemple (Z.+, x), (R,+, %), (C,+, x) sont des anneaux commutatifs de neutres O et 1.

Exemple Soit X un ensemble et F(X, K)_l'cn§cm61e des fonctions de X vers K.
(F(X.K).+, x) est un anneau de neutres 0 et 1 (fonctions constantes).
En particulier, si X = N, I'ensemble KN des suites d'éléments de K est un anneau.

Exemple (M, (K),+, X) est un anneau de neutres O, et I,.
Exemple Si E est un K—csp:ace vectoriel, ([.(Ej,+, o) est un anneau de neutres 0 et [dp.
Exemple A = {0, } est un anneau (c'est le seul pour lequel 1}y =0, ).

29 Larmolsbyuqubaaqa.qmiqtid
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2.1.2 «Calculs dans un annesu

Proposition
Ona
Va.be A0y xa=ax04=04.(-c) xb=—(ab) =a x (-b)
Plus généralement C o
YueZ (na)xb=mn(ch) =ax (ub) - -
Théoréme v £

eN

Siac(bsomdeuxﬂémcm:omn!m!(i:.cb:ba)d'm:muAd:apounoﬁn

(a!;)' u u"b". (U+b)- - i (:) albu—k

k=0
et . L i g a
a® - =(a-b) xnib'-l"
k=0
[2.13 Groupe des inversibles”
Définiti
Un élément a d’'un anneau (A, +, X ) est dit inversible s"il existz b € A t2l gue

ab=ba=1

Cet élément b est alors unique, on I"appelle inverse de a et il est poté ™.

Exemple 14 estimversibleet 13" = 1.
Exemple Si A n’est pas I'anneau nul. 0,4 n’est pas inversible.

Exemple Si r € A est inversible alors r~" aussiet (z7)~! = x.
1

Si r et y € A sont inversibles alors ry est inversible et (zy) ™' = v~ 'r™?

. T

Théoréme
| L'ensemble U(A) des éléments inversibles de I'annean (4, +. X) est un groupe mubiplicasif.

Exemple U(Z) = {1,-1}, U(K) = K",
U(Ma(X)) = GLA(K) et U(L(E)) = GL(E).
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2.1.4 Produit finl d’anneanx’

Soit (A, 4 X oo (A b x) des anneaux et A < Ay X 00x A,
On détinit des lois + et x sur A en posant

(31yerendn) + (”""""").L](" UL Pa)
et
(i o) ™ (.l)u---‘!l--)"‘,'(h X Wi dn X )
Théordme
L'ensemble A muni des lois 1 et x définies ci-dessus est un anneau de neutres
O = (04,0 D) ety = (l-h" i lay)

De plus, un élément (ay,. 0 \a,) € A estinversible si, et sculement si, les ay, ..., a, le sont
et son inverse estalors (a7, e,

Corullaire
| U(A) = U(Ay) X ..o x UAL):

Exemple (A", +, x) est un anneau de neutre 04~ = (04,00, 04) et 1an = (1ayeea, 1y).

Exemple (Z*.+, x) est un anneau commutatif ol
(a.b) + (ed) = (a+c.b+d) et (a.b) x (c.d) = (ac,bd)

Ona
U (Z"') = {(1.1),(1,-1).(-=1,1),(=1,-1)}

2.1.5 * Sous-anneau;

(A, +, x) désigne un anneau

Définition
On appelle sous-anneau de (A, +, x) toute partie B de A vérifiant :
1)1, € B;
2)Vr,y€ B,r-y€ B;
3)VYr,y € B.xy € B.

Attention : Vérifier 14 € B etnon 04 € B ou seulement B # ().

Exemple Z est un sous-anneau de (R, +, X) mais pas 2Z bien que stable par différence et produit

Exemple A est un sous-anneau de (A, +, X), mais généralement pas {04}.

uiis e A 31 s N Cl0C1O)
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Exemple On pote C I'ensemble des suites réelles converpentes.

Montroas que C est un sous-annean de (RY. +, x).

On 2 évidemment C = R™, |2 suits constante égale 3 | est comverpente et la différence et ke produit de
deux suites converpentes sont des suites COTVErgentss.

En revanche, I'ensemble des suites réelles comverpeant vers 0 n'est pas ua sous-anncan.

Exemple Soit [ un intervalle de R d'inténeurpon vide et k € NU {x).

Vérifions que C* (1, R) est un sous-anneas de (F(I,R). +. x).

On a évidemment C*(I.R) C F(I.R). I fonction constante égale 3 | est de classe C* et la différence ot
le produit d= deux fonctions de classe C* sont des fonctions de classe C*.

Théoréme
Si D est un sous-anmneas de (A, +. x ) alors [ peut ére muni des lors + et x d&finxcs par
restriction des fots sur A et (D +, x ) est alors vn annean de mémes prutres Qo AL

dém. :

B est un sous-groupe du groupe abélien (A. + ) done (8. + ) ext en groupe abélien.

B est stable par x doec on peut définir la restriction de la lod x ser B

Celle-ci est associative sur A et posséde un pevtre 14 € B doec x ot mssociative sur B of y posséde un
neutre.

Enfin, x est distributive sur + sur A donc a fortion ausst sur B

)

Exemple Considérons
Zile={o+/abel)

ct montrons que (Z [1] . +. <) est un anneay commatatif.

Montrons que Z [1] un sous-annean de I'anneau commutanf (C, +. « )

On a évidemment Z 1] C C.

1=1+i0€Z[i)

Pourr.y€ Z[il.onpestémirer =a+heay=c+idavecab.c.dc Z

Ona
f—q:(a—r)+i('b—d)EZIl]

cara—-c.b-deZ

et
ry = (ac—bd) +1(ad + bc) € Z[i]

Ainsi, Z [1] est mn sous-anneau de (C. +, x) et donc (Z [1], +, x ) est un annezn commueanif.

2.1.6 Lannean (Z/nZ.+, x)

Théoréme
(Z/nZ.+, ¥ ) est un anneau commutatif de peutres O et 1.
| De plus. dans (Z/nZ. +. x ). fii ext inversible si. et seulement si.m An = L

dém. : _
(Z/nZ. +) est un groupe abélien de peutre (.
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On vérific aisément que la loi x est commutative, associative sur Z/nZ et posséde un neutre 1. On vérifie
aussi que la loi x est distributive sur +-.

Soit m € Z/nZ.

i inversible si, et seulement si, il existe k € Z/nZ vérifiant kit = 1 i.e. si, et seulement si, il existe
k€ Zielque km =1 [n]. Ainsi it est inversible si, et seulement si, il existe k. { € Z tels que

knm+in=1

Par le théordme de Bézoul, cela revient 3 affimerm An = 1.
O

Remarque Sim An = 1 alors une égalité de Bézout um + vn = 1 founit ™" = @.

Exemple Résolvons I'équation4r +2=0 [11]
Dans Z/11Z I'équation dévient
iF+2=0

Par opérations
iE+2=0e1=9
Puisque 4 A 11 = 1, T est inversible dans Z/11Z et on observe

1=3

On a alors
Ainsi

Les solutions de 1'équation étudiées sont donc les 5 + 11k avec k € Z.

Exemple Résolvons I'équation 4r =6 [10]
Ici 4 et 10 ne sont pas premiers entre cux, mais I'équation est simplifiable par leur PGCD

4r=6 [10)<> 3k €Z,47 =6+ 10k & Ik € Z,27 = 3+ 5k
ce qui nous raméne 2 I'équation 2x = 3 [5] avec 2 A 5 = 1 qu”on peut résoudre.
2r=3 [5l&r=3x3=4 [5

Les solutions sont les 4 + 5k avec k € Z.

Exemple Résolvons I'équation 4z =7 [10]
Ici 4 et 10 ne sont pas premiers entre eux et 1'équation n’est pas simplifiable : il n'y a pas de solutions.

33 .o (S0lS]O)
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2.1 STRUCTURE D'ANNEAU

2.1.7 Anneaux Intégres

Soit (A, +, x) un anncau,
2.1.7.1  Diviseurs de zéro

Attentlon : On sait
Va,b€ Ayu=040ub =0, = ab=0,

La réciproque n'est pas toujours vraie |
Exemple Dans I'anneau (Z2,+, x), on a (1,0) x (0,1) = (0,0) alors que (1,0),(0,1) # (0,0)

Exemple Dans I'anncau (F(R, R), -+, X ), considérons les fonctions données par

! n/\/\v'*PL‘

Ona fg = O alors que f,g # 0.

Exemple Dans (M3(R), +, X), pour

13 L.
A=(l 1)°‘B=(—1 -1)

ona AB = O, alors que A, B # Oa.
Exemple Dans (Z/6Z,+, x), 2 x 3 = O alors que 2,3 # 0.

Définition
| Lorsque a, b € A vérifient ab = 04 avec a.h # 04, on dit que n et h sont des diviseurs de zéro.

Attention : On ne considére ‘p:m que 0,4 est un diviseur de zéro.
Exemple En général, les anncaux F(X, K), L(E) et M, (K) possédent des diviseurs de zéros.

Exemple Les éléments inversibles d’un anneau ne sont pas diviseurs de zéros.
En effet, si ah = 04 avec a inversible alors

b=a"'x(ab)=a"'x04 =04

Exemple Dans (R?,+, x) les diviseurs de zéros sont les (r,0) et (0,7) avec  # 0.

34 ” " @080
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CHAPITRIE 2. ANNEAUX

2.1,7.2  Intégrité

Définition

Un anneau (A, +, x) est dit Intdgre si’

1) A non réduitd (0,4} 3

2) A ne posséde pas de diviseurs de zéros,

Exemple (Z. 4, %) est un anncau intdgre.

Proposition
Dans un anncau intdgre (A, +, x)

VYo,be A,ab=0 4 =2a=040ub=0,

dém. :
C’est I'absence de diviseurs de zéro !
a
Proposition
Dans un anncau intdgre (A, +, X)
Va,be€ A, (ab=nceta#0,)=>b=rc
el
Va,bce A, (ba=caeta#04)=>b=c
dém. :

Siub = acalors ab—uc =04 etdonca(b—c¢) =04.
Side plus a # 0,4 alors, par intégrité, b— ¢ = 04 etdonc b = ¢.
0

Remarque Dans un anncau intégre 1'équation 12 = 1a pour seules solutions | et —1 car
P=lae(@-14)(z+14) =0,
Dans (R?, +, x), I'équation 12 = 1ga a pour solutions
(1.1), (=1,-1),(1,-1), (-1,1)
Dans (Ma(R), +, x), 1'équation A% = I, a pour solutions

(3 2)a S0 R) (T o)

2.1.7.3 Idempotence et nilpotence

Définition
| Un élément a € A est dit idempotent si a® = a.

.. Lol OO -

: Scanned with !
i & CamScanner’;


https://v3.camscanner.com/user/download

2.2, CORPS

Exemple Dans un anneau intégre seuls 04 et 14 sont idempotents.

Exemple Dans (R?, +, %), (1,0) et (0, 1) sont aussi idempotents.

Exemple Dans (Z/GZ, +, ), I'élément 3 est idempotent.

Exemple Dans (£(E),+, ) les éléments idempotents sont les projecteurs.

Définition
| Un élément a € A est dit nilpotent s'il existe n € N* tel que a™ =04 .

Exemple Dans un anneau intégre seul 04 est nilpotent.
Exemple Dans (Z/8Z, +, x), I'élément 2 est nilpotent.

Exemple Montrons que si a est nilpotent alors 14 — a2 € U(A).
Puisque a est nilpotent, il existe n € N vérifiant a” = 0.
Puisque 1,4 et a commutent,

n-1 n-=1
la=13-a"=(1-n) (Zn‘) = (Za’) (1-a)

k=0 k=0
Ainsi, 1,4 — a est inversible et

'l‘_l
(1p—a)~! = Zn"

k=0

2.2 Corps
2.2.1 Définition

Définition
On appelle corps tout anneau (K, +, x) vérifiant
1) (K, +, x) est commutatif ;
2) K est non réduit a {0k } et
3) tous les éléments de K, sauf le nul, sont inversibles.

Exemple (Q,+. x), (R. +, x), (C, 4+, x) et (K(X),+, x) sont des corps usuels.

36 Cl0Cle)
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Proposition
| Tout corps est intdgre.
dém. :
Soit K un corps. K est commutatif et non réduit A {Ox }.
Pour a.b € K, siab = 0y eta # Ok alors on peut introduire a ™' etona b = a '(ab) = Ox.
Ainsi, K ne possdde pas de diviseurs de zéro. Il est donc intdgre.
a

222 Sous-corps.
Soit (K, +. x) un corps.
Définition
On appelle sous-corps d'un corps (K, +, x) toute partie L de K vériliant :
1) L est un sous-anneau de (K, +, x):
Q)¥reL.r#0x=>r"'elL.

Exemple Q est un sous-corps de (R, +, x).

Théoréme

| Si L est un sous-corps de (K, +, x) alors (L, +, ) est un corps.
dém. :
Puisque L est un sous-anneau de I'anncau commutatif (K, +, x ), on peut affirmer que (L, +, x) est un
anneau commutatif. Puisque 15 € L, on peut affirmer que I'anneau (L, +, x) n'est pas réduit a 0. Enfin,
puisque I'inverse d’un élément non nul de L est élément de L, on peut affirmer que tout élément non nul

de I'anneau L est inversible dans celui-ci.
a

Exemple Considérons Q [JE] - {a +b0v2/abe Q}.
Montrons que (Q [\/E] .+, X) est un corps.

Pour cela montrons que Q [\’.7] est un sous-corps du corps (R, +, x).
On a évidemment Q [\/'.5] CR.

: 1+0x\/§e0[\/§].
Pour:.yeQ[l].onpcutécrim:=a+b\/§ely=c+dx/§avcca.b,c.d€Q.
On a alors

:—y:(a-c)+(b—d)\/§€Q[\/§]
et
ry = (ab+ 2dc) + V2(ad + bc) € Q [\/5]
Enfin,six #0,
i 1 . a-bh/2 - a i b

Ta+bv/2  (e+bV2)(a-b2) @?-27 a?-2%2

I

\/‘.760[\/5]

car = €Q
at+0" a4+ 2

37 _ [S0CIE)
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2.3. MORPHISMES D'ANNEAUX

223 Lecorps(Z/pZ,+,%x) -

Théoréme
| (Z/pZ,+, x) est un corps si, et seulement si, p est un nombre premier. /

dém. :

Supposons que (Z/pZ, 4, X) soit un corps.

Pourtouta € {2,.. ,p—1},a estinversible dans (Z/pZ, +, x) donc a A p = 1 et par conséquent a ne
divise pas p. On en déduit que p est un nombre premier.

Inversement, supposons p nombre premier.

(Z/pZ,+, x) est un anneau commutatif et Z/pZ # {0} car p = Card(Z/pZ) > 2.

Pour tout 17t € Z/pZ, si m # 0 alors p ne divise pas m et donc, puisque p est un nombre premier,

mAp=1

On en déduit que m est inversible.
a

Remarque On note usuellement Fp, = Z/pZ.

Exemple Soit Fa = {0, 1}. (F2.+, X) est un corps pour les opérations suivantes

+]0 1 x |0 1
0]J0 TletJ0 0 0O
1|1 0 110 1

Exemple Soit F3 = {0, 1,2}. (F3,+, X) est un corps pour les opérations suivantes

+(0 1 2 x|0 1 2
010 1 2 0]0 0 0O
T 108500000 | 05Tl
3132 0 1| |20 21

2.3 Morphismes d’anneaux

Soit (A, +, x) et (A, +, x) des anncaux.
2.3.1 Morphisme d’anneaux
Définition
On dit qu'une application ¢ : A — A’ est un morphisme d’anneaux si
De(ly)=1a;
2)Vr,y € A, ¢(r +y) = p(r) +¢(1):
3) Vz,y € A, o(zy) = o(z)2(y)-

Exemple L'application identité Id4 : A — A est un morphisme de I'anneau (A, +, X) vers lui-méme.

R 38 ' ClOlE[E)]
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CHAPITRE 2. ANNEAUX

Exemple Considérons C I'anncau des suites réelles convergentes.
Lapplication /£ : u +» "Er}xv uy, est un morphisme d’anneaux de C vers R.

Exemple L'application (> : Z — A définie par (k) = k.14 est un morphisme d"anneaux de (Z, 4, x)
vers (A, +, x).

Eneffet, p(1) = 14, p(k+ ) = (k+ 0 da=k1a+ L1 = (k) +(0) et

@k = (k)14 = (k.14) x ((14) = (k) £(0).

Exemple Soita € U(A) et 1 : A — A définie par r(r) = ara™".
Vérifions que 7 est un morphisme d’anneaux bijectif.
T(la) =alya™' =14 7(z+y) =a(z+y)a~' =ara~' +aya~' = r(z) + 7(y) et

7(xy) = arya~! = az(a~'a)ya~" = 7(z)7(v).
Enfin,

y=1(r)er=alya
donc

Vye A3re A,y=r1(z)
L'application T est donc bijective.

Attention : Ne pas oublier d'étudier (1,4)!
L application r € R v (r,0) € R? n'est pas un morphisme d’anneaux !

232 Propriétés

Proposition
| La composée de deux morphismes d'anneaux est un morphisme d'anncaux.

Proposition
Si ¢ : A = A’ est un morphisme d’anneaux alors
a) ¢(04) =0,
b¥z € 4,¢(-1) = —¢(2);
c)Vr € A.Vn € Z,¢(n.x) = n.g(x):
d)Vr e A, Vn e N, g(L") = (x)";
e)Vr € A,z € U(A) = ¢(z) € U(A') avec p(z) ™! = £(z71)

dém. :
¢ est un morphisme du groupe (4, +) vers (A’, +) donc

Vre A,Vne Z,¢(n.z) = n.p(x)
Par récurrence, on obtient aisément

Vr € A,Vn € N,p(z") = p(z)"

39 : @O0
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2.3. MORPHISMES D'ANNEAUX

Enfin, si x € U(A)alors @(xr~") = ¢(14) donne 2(x)2(r™") = 1o Aussi ¢(x7')2(x) = 14 done
6le) U tgta)™ = (a7

2.3.3 Image et noyaux
Définition
Soit ¢ : A = A’ un morphisme d'anncaux.

On appelle image et noyau du morphisme ¢ les ensembles

Imp = ¢(A) et kere = ¢~ ({04})

Remarque Ce sont en fait les images et noyaux de ¢ en tant que morphisme de groupes additifs.

Remarque On vérific aisément que Imy est un sous-anneaux de A'.
En revanche, ker ¢ n"est généralement pas un sous-anneau de (A, +, x).

Proposition
¢ est injective si, et seulement si, ker = {04}
- . . . '
 est surjective si, et seulement si, Imp = A’

dém. :
Car y est en particulier un morphisme de groupes additifs.
0

234 Isomorphisme d’anneaux

Définition
On dit qu'une application ¢ : A — A’ est un isomorphisme d'anneaux si

a) ¢ est un morphisme d'anneaux ;
b) ¢ est bijective.

Proposition
La composée de deux isomorphismes d’anneaux est un isomorphisme d'anneaux.
L'application réciproque d’un isomorphisme d'anneaux et un isomorphisme d*anneaux.

Définition
On dit que deux anneaux A et A’ sont isomorphes s'il existe un isomorphisme d'anneaux de

1'un vers I'autre : ces deux anneaux possédent alors les mémes propriétés calculatoires.

Exemple Considérons ¢ : C — M3(R) définie par

ola+id) = ( 8 ;”)

On vérific que ¢ est un morphisme d’anneaux injectifs.

40 . 080
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2.3. MORPHISMES D'ANNEAUX

Enfin, si x € U(A) alors (xr~") = p(14) donne (1) 2(27') = Lo Aussi ¢(271)2(x) = 14 done
w(1) cU(A) et ()" = p(z ™)),

233 Image et noyaux
Définition
Soit ¢ : A = A’ un morphisme d'anneaux.
On appelle image et noyau du morphisme ¢ les ensembles

Imp = ¢(A) et kerg = =" ({04))

Remarque Ce sont en fait les images et noyaux de ¢ en tant que morphisme de groupes additifs.

Remarque On vérifie aisément que Imy est un sous-anneaux de A’
En revanche, ker 2 n'est généralement pas un sous-anneau de (A, +, x).

Proposition
i est injective si, et seulement si, ker o = {0,4}.
¥ est surjective si, et seulement si, Imyp = A’

dém. :
Car y est en particulier un morphisme de groupes additifs.
u]

234 Isomorphisme d’anneaux '

Définition

On dit qu'une application ;> : A — A’ est un isomorphisme danneaux si
a) ¢ est un morphisme d’anneaux ;

b) i est bijective.

Proposition
La composée de deux isomorphismes d’anneaux est un isomorphisme d'anneaux.
L'application réciproque d'un isomorphisme d’anneaux et un isomorphisme d’anneaux.

Définition
On dit que deux anneaux A4 et A’ sont isomorphes s'il existe un isomorphisme d'anneaux de
1'un vers I"autre : ces deux anneaux possédent alors les mémes propriétés calculatoires.

Exemple Considérons ¢ : C — AMz(R) définie par

wla+ib) = ( Z —ab )

On vérifie que ¢ est un morphisme d'anneaux injectifs.

40 o 0
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CHAPITRE 2. ANNEAUX

En conséquence

lmy {( ": :"' )/,,'(,,1 R‘J}

est un sous-anneau de A y(R) isomorphe & (Cy <, %),

2.3.5 Théordme des restes chinols

Soit m et n deux entiers naturels non nuls. Pour A € Z, on note on note K, ket 4 les classes d'équivalence
de k dans Z/mnZ, Z/mZ et Z/nZ.

Théordme
St m et n sont premiers entre cux alors I'application

miZ/mnZ = Z/mZ x Z/nZ

définie par

(k) = (k, k)

est un isomorphisme d'anneaux.

dém. :
L'application est bien définie car

k=( [mn]=>k=¢ [mjeak="( [n
et ainsi R T
k=l kF=let k=
On vérilie nisément que celte application est un morphisme d'anncaux.

Etudions le noyau de . : .
Si 7 € kerralors 7(%) = (0,0) i.e. ¥ = Oetw = 0.Onalors i | x et n | & donc mn | r puisque

m An = 1. Ainsi I = 0 cc qui permet d"affirmer ker = = {0}.
Le morphisme 7 est donc injectif.

Puisque
Card(Z/nmZ) = nmn = Card(Z/nZ)Card(Z/mZ) < 400

on peut aflinner par cardinalité que = est bijective ct finalement 7 est un isomorphisme.
(]
Remarque Soit & résoudre un systéme du type

il

avec m A n = L. Par ce qui précdde, ce systeme posséde une unique solution modulo .
Pour la déterminer, il suffit de trouver x; et r; solutions respectives des systeémes ;

{.rEl [m] 2 { r=0 [m] '

x=0 [n] r=1 '[n]

Par morphisme, r = ar, -+ bra est alors solution du systéme initial.
Pour déterminer ) et x2, on part de la relation de Bézout

mu+ne =1

ctl'on prend 7y = neetry = mu.

n s 41 P @O0
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24. IDEAL D'UN ANNEAU COMMUTATIF

Exemple Résolvons le systeme
r=1 |[5
r=7 [9)
5A 0 = lavec larelation de Bézout2 x 5 =9 = 1.
-0 et 10 sont solutions des systémes

{.r:l [5) ‘{r:-(l 5]

r=0 [9) ¢ r=1 [9)

doncr =1 x (=9) + 7 x 10 = 61 est solution du systeme posé,

La solution générale est alors
16 + 45k avec k € Z

Exemple Résolvons le systtme
or=3 [21]
Sr=2 [§)
9r=3 [21]&3r=1" (7]
Puisque 3A 7 = 1, Jest inversible et 3! = § dans Z/7Z.
Ainsi
Ir=1 [Jezr=5 (7]
De méme
5r=2 [Blezr=2 (3§
car5~' = 5 dans Z/8Z
Ainsi
9r=3 [21] o] z=5 (7]
S5r=2 [§] r=2 [§
7 A8 = lavec larelation de Bézout (1) x 7T+ 8 = 1.
r =5 X8+ 2 x (=7) = 26 est solution de ce systeme dont la solution générale est

r=26+56kaveck e Z

2.4 Idéal d’un anneau commutatif

Soit (A, 4, ) un anneau commutatif.

2.4.1 Définition

Définition
On appelle idéal de I'anneau (A, +, X) toute partie I de A vérifiant :
N0 €T;
Q)Vr,yel,r+yel;
3)Va € A.Vr € I,ax € I [absorption].

Remarque Un idéal est en particulier un sous-groupe additif (il suffit d'exploiter 1'absomtion avec
a=-1)

4 Lawmola! @050
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Exemple {0} ct A sont des idéaux de (A, +, x).

Exemple nZ est un idéal de (Z, +, x).

Exemple Le noyau d'un morphisme d'anneaux p : A — A’ est un idéal de (A, +, x).
Eneffet, keryp C 4,04 € kerpcar ¢(0,4) = 04,

Soit.r,y € kerg.

@(r+ 1) = @(r) + @) =04 + 04 = 04 donc 7 + y € ker .

Soitde plusa € A,

plar) = ¢(a)p(x) = ¢(a) x 04 = 0 donc az € ker .

Proposition
Soit I un idéal de I'anneau (A, +, x)
Silg€lalors]=A.
SiINU(A) #Walors I = A.

dém. :

Par absorption 1,4 € I entraine A C [ puis =.

De méme, par absorption, I N U(A) # D entraine 14 € I puis I = A.
0

Remarque Les seuls idéaux d’un corps sont {Ox } et lui-méme.

2.4.2 Opérations

Proposition
Si I et J sont deux idéaux de (A, +, x) alors I N J est un idéal.
De plus, I N J est inclus dans [ et J et contient tout idéal inclus dans I et J.

'

dém. :

INJc A 05€Tet04 € Jdonc04€INJ.
Siz.yeINJalosx,y € Idoncz+y€l.Demémezr+y€Jdoncz+yelInl.
SiucAetreINJalors.r € Idoncur € I.Demémeur € Jdoncur € INJ. !

O
Proposition
Si I et J sont deux idéaux de (A, +, x) alors
I+J;r[z+y/:|: elyeJ}
est un idéal.
De plus, I + .7 contient I et .J et est inclus dans tout idéal conlenant et .J.
dém. : ‘

Pourz€l,z=2+4+0s€1+Jcar0y4 € J.Ainsi I C I+ Jetde mémeJ C I+ J.
0p€l+Jcar0y =04+04avec0, €1,J.

: o T @08
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25 APPLICATION A L'ARITHMETIQUE

Pour 7,y € I+ J,onpeutéerirer = 2’ + 1" ety =y + )/ avec ',y € Ter 2",y € J.
Onaalosr+y=(2"+y)+@"+y)el+Jearr' +y e lTeas"+y € J.

Enfin, poura € A, ar = (ar') + (a1") € I + Jcarar’ € Tetas” € J.

De plus, si I est un idéal contenant [ et J alors K contient I + J car stable pour I"addition.
0

243 Idéal engendré par un élément

Définition
On appelle idéal engendré par x € A I'ensemble

':rA;(zu/u € A}

Théortme
| A est un idéal contenant I'élément z et inclus dans tout idéal contenant r.

dém. :

r =1 x 1 € zA et si ] est un idéal contenant z alors par absorption, il contient A.

Il reste & montrer que A est un idéal.

OnnzAC Aet04 =xrx0,4 € A

Poury,z € A, on peutécrirey = ruetz = ryavecu,v € Actalorsy + =z = z(u +v) € 7A.
Enfin, pour a € A, ay = z(au) € TA.

]

244 Ildéauxde (Z,+, x)

Théortme
| Les idéaux de (Z, +, x) sont de la forme nZ avec n € N.

dém. :
Les idéaux de (Z, 4+, ¥ ) sont des sous-groupes de (Z, +) donc de la forme nZ avec n € N.
(m]

2.5 Application a arithmétique

Soit (A, +, x) un anneau intégre commutatif
2.5.1 Divisibilité dans un anneau intégre

Définition
| On dit que a € Adivise b € As'il existe u € Atel que b = au. On note alors a | b.

Exemple 1, divisc a et a divise a.

Exemple adivise04 et 04 | a = a =04.
La notion de diviseurs de zéro dans le cadre arithmétique ne doit pas étre confondue avec celle du cadre
de I'intégrité !

i . 4 , . e
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Théordme
On a équivalence entre :
@alb;
(idbead;
(iii) bA C aA.

dém. :
Par définition (i) <> (ii)

(iii) = (ii) Supposons bA C aA. Puisque h € bA,ona b € e A,
(] .
Proposition

Soita.b,c € A.
albeth|e=a|r

dém. :
bACadAetcA C bA = cACaA.
O
Proposition
Soita,b,c € A
albetalc=a|(b+c)

dém. :
bACaAetcACaA=> (b+c)A CbA+cA CaAcaraAestunidéal.
a

2.5.2 Association
Définition
| Ondit que a € A est associé 4 b € A si a et b se divise mutuellement.

Proposition
| Ceci définit une relation d'équivalence sur A.

Théoréme
Soit a,b € A. Ona équivalence entre :
(i) a et b sont associés ;
(ii)ad = bA;
(iii) Ju € U(A),b = au.

dém. :

(i) &bA Cudetud C VA & (i)

(i) = (iii) Supposons a et b associés.

Il existe 1,7 € Atelsque b = aneta = v,
Onaalors a = a(uv).
Casa=04:b=au=0, etdoncb=ax1,4.

Cas a # 04 : Parintégrité, uv = 1,4 etdonc u € U(A) puis b = au avec u € U(A).
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2.5. APPLICATION A L'ARITHMETIQUE

(iti) = (i) Supposons qu'il existe u € U(A) tel que b = au.
Onadonc b € aA puis bA C aA,
Aussi a = bu~" donc aA C bA puis =,

a

Exemple Dans Z, a et b sont associés si, ct seulement si, |a| = |b].
Ainsi, tout entier est associé & un unique entier naturel.

Exemple Dans K [X], A et I3 sont associés si, et seulement si,
JNeK A= \D

Ainsi, tout polyndme non nul est associé A un unique polyndme unitaire.

2.53 Arithmétique dansZ -

Par ce qui préctde
a|be VZ CuZ

Dans la suite nous exploitons cette interprétation pour revoir I’arithmétique des entiers.
253.1 PGCDet PPCM

Théortme
Soit a.b € Z. Il existe unique d € N tel que

aZ + VZ = dZ

On a alors
dla,d|berVec Z,(claetc|b)=c|d

dém. :

nZ et bZ sont des idéaux de Z donc aZ + bZ aussi.

Par suite, il existe d € N unique vérifiant aZ + VZ = dZ.

Puisque aZ C aZ + bZ = dZ,onad | a. De méme d | b.
Siclacte|balors eZ C c¢Z et bZ C ¢Z donc dZ = aZ + bZ C cZ puis'c | d.
O

Définition
Ce naturel d est appelé PGCD de a et b

d=aAb
&f

Corollaire
|_Sid =aAbalorsil existe u, v € Z vérifiant d = au + bu.
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CHAPITRE 2. ANNEAUX

Théoréme
Soit a,b € Z. Il existe unique m € N tel que

aZNOZ =mZ

On a alors
almb|metVee€Z, (a|cetb|c)=>m]|c

dém. :

aZ et bZ sont des idéaux de Z donc aZ N bZ aussi. Par suite, il existe m € N unique vérifiant aZ N VZ =
mZ.

Puisque mZ C aZ,onaa | mctde méme b | m.
Sia|cetd|calors cZ CaZNbZ = mZdoncm | c.
0

Définition
Ce naturel m est appelé PPCM deaetbh:

m=aVb
&f

Remarque On définit aussi le pged d et le ppcm m de plusicurs entiers ay, . . ., @y par

dZ=a1Z+ -+ a,ZetmZ=a1ZN...NanZ

2.5.3.2 Entiers premiers entre eux

Définition

Deux cntiers a et b sont dits premiers entre cux si aZ + bZ = Z (autrement dit si leur PGCD
vaut 1).

OnnoteaAb=1.

Théoréme

Soit a,b € Z. On a équivalence entre :
(i) a et b sont premiers entre cux;

(ii) Iu,v € Z,au +bv = 1.

dém.:
(i) = (ii) via I'égalité de Bézout.
(ii) = (i) via 1 € oZ + bZ donc aZ + bZ = Z.

O
Corollaire
Ona
Va,b,c € Z,(aAb=1letaAc=1)=>aA(bc)=1
Va,b€Z,aAb=1=3Va,BeN,a®AbS =1
T NPT o . 47 @080
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2.5. APPLICATION A L'ARITHMETIQUE

Théoréme
Ya,b,r€Z, (a|bcetanb=1)=>a]c
dém. :
¢Z = c(aZ + bZ) = acZ + bcZ C aZ donca | ¢
a
Théoré¢me

Ya,b,ce Z, (aAb=1,a|cetb|c)=>ab|c

2.53.3 Nombre premiers

Définition
| Un naturel p > 2 est dit premier si ses seuls diviseurs positifs sont 1 et lui-méme.

Exemple Deux entiers a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, ils ne posséde pas de facteurs
premiers en commun.

Théoréme
Pour tout @ € N tel que a > 2 on peut écrire
a=py'pst Y

avec N € N*, py,...,pn nombres premiers deux 3 deux distincts et ay,...,an € N*.
De plus, cette décomposition est unique 2 I'ordre prés des facteurs.

Exemple Sia = p{'p3?...p3 etb = p‘,"'p‘z’2 e p%” (écriture qu’il est possible d’obtenir en
autorisant les exposants 2 &tre nuls) alors

a N
aAb= Hp:nln(m.l’-) etaVvh= Hp:nu(o‘,ﬂ‘)

i=1 i=1

En particulier, on constate
(aAnd)x (avb)=ab

2.5.4 Fonction indicatrice d’Euler

Définition
On appelie fonction indicatrice d’Euler Iapplication ¢ : N* — N* définie par

¢(n) =Card {k € [1,n]/kAn =1}/

Exemple ((12) = Card {1,5,7,11} = 4.
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CHAPITRE 2. ANNEAUX

Remarque ¢(n) est aussi :

- le nombre de générateurs du groupe (Z/nZ, +) ;

(c'est aussi le nombre de racines primitives n-idme de I'unité)
- le nombre d'éléments inversibles de I'anncau (Z/nZ, +, x).
(c’est donc le cardinal de U(Z/nZ))

Lemme
Si p est un nombre premier et « € N* alors

r.v(pa < l)" _pn—l i

dém. :

Pour k € [1,p°], le pged de k et p® est un diviseur de p.

Puisque p est premier les naturels diviseurs de p® sont 1,p, p?,...,p".
Par suite pged(k, p®) = 1,p,... ou p°.

On en déduit

kAp“#1eplk
Par suite, les entiers k € [1.p™] qui ne sont pas premiers avec p™ sont ceux qui sont les multiples de p
suivants

p'2p""7po

Ilyenap®~! etdonc ‘
@(p") = Card[1,p"] = p*~! = p" - p"~!

m
Lemme
Si n et m sont deux entiers naturels non nuls premiers entre eux alors
¢ g(nm) = ¢(n)g(m)
dém. :

Par le théorme Chinois, I'anneau Z/mnZ est isomorphe & Z/mZ x Z/nZ Il y adonc autant d’ élémems
inversibles dans Z/mnZ que dans Z/mZ x Z/nZ. i

11 y a exactement ¢(mn) éléments inversibles dans Z / mnZ.

Les éléments inversibles de Z/mZ x Z/nZ sont les couples formés par un élément inversible de Z /mZ
et un élément inversible de Z/nZ. Il y en a exactement @(m)p(n).

Au final, on peut conclure

#(mn) = p(m)e(n)
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2.5. APPLICATION A L'ARITHMETIQUE

Théoréme

Sin > 2s'écrit

n=ptt... o

avec py, ..., py nombres premiers deux A deux distincts et ay, ..., ay € N* alors

wfie-)

dém. :
Ona

(] o
carpi' A(p3?...

De méme

Or

donc

O

¢(”) = 9(}1‘;'11‘2" ces 1"):’”) = @(’](;' )w(,,gz N p‘[z'N)
P") = 1 puisque les nombres premiers p; sont deux 2 deux distincts.

N
() = e )es?) - ¢ R) = [] i)

i=1

@) =p"-p" 1 =p"(1-1/p)

=i 1(-2) i -2

Exemple Les facteurs premiers de 12 sont 2 et 3.

¢(12) = 12 x (1-%) (1-%):4

2.5.5 Théoréme d’Euler

Théoréme

Si a est un entier premier avec 1 alors

dém. :

@ est un élément du groupe (U (Z/nZ), x). Ce groupe posséde (n) éléments donc

arin) = 1

aM=1 [n]

@080
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CHAPITRE 2. ANNEAUX

Remarque Si p est un nombre premier, (p) = p = 1 et I'on retrouve le petit théoréme de Fermat

a 0 pl=a""'=1 [p]

2.5.6 Musculations
2.5.6.1 Une relation

Proposition

YneN ,n= Zg(d)
dln

dém. :
Considérons les 1« nombres rationnels

L' écriture irréductible des ces nombres est de la forme

k
’—;avccdlnclpf.d:-l

‘

11 y a exactement (d) fractions qui se réduisent avec le dénominateur d et donc

#(m) = ¢(d)

din

O
25.6.2 Nombre de diviseurs

Exemple Pour n € N*, notons
Div(n) — {d € N*/d | n} et §(n) — CardDiv(n)
Pour n = 6, Div(6) = {1,2.3.6} et §(G) = 4.
De fagon générale, exprimons 4(n).
Pour n = p” avec p nombre premier on a
Div(p®) = {L.p,...,p"} eté6(p®) = +1

Pour mn A n = 1, montrons §(mn) = 8(m)d(n).

Considérons I"application f : Div(m) % Div(1t) = Div(mun) définic par f(u,l) = ab.

L’application considérée cst bicn définic par
(a|metb|n)=ab|mn

Montrons que [ est bijective.
Supposons f(a,b) = f(c.d).Onaab = cd.

a divise cif ora Ad = 1 (car a et d sont diviseurs de m et n premiers entre eux) donc a divise c.
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IV LA STRUCTURE D’ALGEBRE

1 Algébre et sous-algébre

e —————————————— — a—

Définltlon : Structure d'algébre

On dit que (s/,+,%,) est une K-algébre lorsque

o (f,+,) estune [K-espace vectoriel,

o (&f,+,x) eslun anneau,

o Pseudo-associatvité :¥Aelx, Yx,ycof, A-(xxy)=(A-x)xy=xx(A-y).

- WL —— ERP e it EE——
| Exemples
; E1- (C,+,x,) estune R-algébre et une C-algébre.
- E2- (KX, +,x,) est une K-algébre.
| E3- [K“,«v.x.-] est une I<-algébre.
| E4= (I{[X].+,x,) estune K-algébre.
u‘ ES— (IX(X), +,x,) estune K-algébre.
Es— Si L estun K-espace vectoriel, (£(L), +,0,) est une K-algébre.
E7- SineN®, (4(,(K), +,x,°) est une I{-algébre.
I Propriété : Caractérisation des sous-algebres %
Soit (s, +, x,-) est une I-algébre. B est une sous-algébre de (<f,+,%,°) lorsque |
(SAl) Bcst ,?
(SAI2) 1,€R !
(SAI3) ¥x,yeB, YAeK, x+1yeR j
(SAl) Vx,yc B, VAEK, xxyed ?
— ENS
ﬁ Exemples
; e1- [K[X] est une sous-algébre de KK(X).
| e2- ¥ (1,K) est une sous-algébre de K/,
'; £3- Lensemble des suites convergentes est une sous-algébre de KN,
‘} E4~ -L'enscmble K|x] des fonctions polynomiales est une sous-algebre de KK,
ey Définition T |
n
SiP=ay+a X+--+a,X"c[[X] el xcof, onpose P(x) = ): axk = agl x4+ a,x.
k=0
Altention & ne pas oublier I'unité de « ! }
2 Morphismes d’algébres
M Définition : Morphisme d'algébre
Soit (<7, +,%,°), (B, +,x%,7) et e/ — PB.Ondit que f est un morphisme d'algébres lorsque
(MAI1) festlindaireie, Vx,yesf, YACK, f(x+Ay)=[(x)+A[f(y)
(MAI2) Yx,yesf, flxxy)=[f(x)x[f(y)
(MAI3) f(ly)=1a.
1 Exemples
| B g — o
~ E1- SiX#0, . une K-algtbre, a€ X, alors g : est un morphisme de K-algébres. (morphisme d'évaluation).
i - — [la)
KX} — Klx K(X] — K(X
!_ E2- f: ot y est un isomorphisme d'algébre si I est infini, et g : d W est un morphisme d'al-
i —p P —
) gébres injectif.
| K — (K
| ea-f: est un isomorphisme de I-algébres.
! x — ()
{
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SO r o, une K agdtve of & of

| L KIXE o ot

Alrs | appdcadon [ es! un marplesme de K -alpétres

P - ")

Démonstration
Sott 1« .}_'“a. Xty .}_‘, b X" € KIX) of A € K. Unssociatvind et (s chastr Rutvind 008 b0 aur o, outes les somemes dant frims
! 20
permettont fecrire

o (Pt e Y (agedbg) st o T oapet 2 Y byt w o e 20,
’ L0 A0

-

o (PQI = Y byt -( 3 qx‘) - ( Y bpxf | w Pin = Q.
L0 L0 /20

o g = f(X0) et w1y,

Remarque
En partcuber, deux polyndmes en 1 € »f commutent (ouOurs

V COMPLEMENT : SOUS-GROUPES DE (IR, +)

| Soit G est un sous-groupe de (R.+).
Alors G est soit dense dans R, soit discret (de la forme aZ.).

1. Traiter le cas o0 G = (0].

2. On suppose dorénavant que G # (0].
(a) Montrer que GnR; est non vide. En déduire que GN R admet une borne inférioure.

On note a cette borne inférieure.
(b) On suppose dans cette question que & = 0.
Montrer que pour tout § > 0, il existe xc Gtelque D < x < 4. En décuire que G est dense dans Il
(c) On suppose dans cette question que a > 0.
i. Montrer qu'il existe x€ G tel que @ € x <2a. Endéduireque x=a, pus que aZ< .
ii. Soit réciproquement x € G. Montrer que 'on peut trouver ge Z telque ga < x < (g + lla.
En déduire que x = ga.
ili. Conclure.
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