Préparatoire MP2

Structures m_mmvin:mm usuell

Prof : Nedra Moalla

Groupe

% Définition
Soit G un ensemble non vide muni d'une loi de composition in- |

terne (notée x).
On dit que (G. =) est un groupe s'il vérifie les assertions suivantes :

1) * est associative,
2) = posséde un élément neutre dans Gz

3) tout élément de G posséde un élément symétrique dans G. -
On dit que le groupe est abélien(commutatif) si
Vz,y €EFE, zy=y<z.

.%Vmuxmu:&mm

Des Groupes de référence.
e (R,+). (C,4), (2,
(abéliens).

e (R, x), (C°, %
o (IK[X],+) &
o (GL,(K), x) est u
e Soit n € N°. On
{1,2,3,...,n} vers {1,2,3,;5,
(Sn,©) est un groupe.

%\hm groupe Z/

-Soient n € N*, =

ents de Z.

S
[}

est relation a“mac?mpm:.oa dans Z

classe d’équivalence sera notée @ et on a :
Z}. On note Z/nz: I’ensemble des classes

dans Z/,z une addition et une multiplication par :

/ T+7=c+y eeTXY=TXY.

% Théoréme Jut
Soient n € N*, alors : ay b B , ;
1) (Z/vz;+) est un groupe abélien de cardinal 7.
2)Vk€Z, etVa€Z, ka=ka.

\%\wgmcg cartésien de groupes- ' _

Soient n € N* et (Gy, +1), -y (Gny +n) 1 groupes. Sur le produit
cartésien G = Gy X ... X Gy, on définit la loi suivante : ¢

<AAN\.~. ....H:Y A,.QH. ....,\.C:vv = AQH. ..T—v... veey AQSLlT.:v ‘ <
(T1, - Tn) +6 W1y - Yn) = (1 +1 Y1: o0 Tn Fn Yn). ks

Alors :
(G = Gi X ... X Gn,+¢) est un groupe d’élement neutre

Amﬁﬁ €Gys -y @Q:V.

1w oaaft w,
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(R*, x) et (R, +) sont des mHoEumv, alors (R* x R) est un groupe
muni de la loi x définie par : V(z, y) et V(z'.y) € _W* X HW
(2,9) x (2,y) = (zz’,y + 7).

L’élément neutre de (R* x R) est (1,0).

“%\mosmumao:vm & disioive. 5
Soit (G, *) un groupe et H. une partie de G. km\MOﬂm groupe engendré par un élémént
° N..wm Mma un = sous-groupe am G si et seulement | si e Soit (G, *) un groupe et a € G. le sous groupe engendré par a
el !
: t :
Vz,ye H H*@mm. A"vﬁmamm ; kL k S R g
<&.‘mm. -lg f - Ve, ye H S*QIHmm ” AQV"AQ.\ame. O iol] o

ST o

O AN B D

- e Si le groupe est noté additivement (G, +v. alors’ 11t ' 4od
_ ° ‘m. H est un sous-groupe de G, alors (H, *) est un mno:wm._ b (= a%3am] waea)
i i . ; ﬂ B i <'a>={kark €L}« ) umptils O

1) Soit S,(R) = {A € Mo (R), telque tA = & i T\ | | PrPans ©, pousini€Nruey jualisavis vy o s, - Y
Sa(R) est un sous-groupe de (My(R), +). n .v T < mu“.., SR ﬁ e 5 A EAsY

2) On pose O,(R) = {4 € M, ewv_ telque *AA =1,}. 1

(On(R), x) est un sous-groupe de (GL,(R), x)." 2) Z=<1>.

3) Soit OF(R) = {A € Ou(R), telque det(A) = 1}. : v |
(05 (R), %).8% un, sous-groupe de (O, QE e By W #\mocm muosvm engendré par une Umﬂ.ﬁm
&zlwmﬁil: et zlrmﬁnuc “lozgs .

(U, %) cb um sous mHoEuo dis groups (G, ). _ Soient (G, *) un groupe et A une vmaﬁm nsmﬂoobncm de Q rm sous-
! groupe engendré par la partie A est le petit sous- o m G«
(s, xv%mn un mopmmu mHo_v%m du groupe AQ X) et par suite mwcmw contionk da @mﬁrmﬁ LA sk c -y v m :wo § nE
groupe du groupe (C*, x). ol o ST B 2 N 88
> g | . gr(A) st Y, L8 H o
o~ : s : T 2 ; 7 P g L igiAT] >ﬁ~.~©~uc§uﬂo§v& ¥
#V.Hrmou.msm . ol o egr(a) = B .. % T, QUEC T € .> ou ..aL € x&

| Les sous-groupes de (Z, +) sont les nZ, n € Z.
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h%\ﬂnocvmm monogeénes et cyclique.
e On dit que (G, =) est un groupe monogeéne si il existe un élément
a€Gtelque G=<a>. s ,
e Si (G, *) est un groupe monogene, alors il est commutatif. |

e On dit que (G. *) est un groupe cyclique s'il est monogéne et

%\@85@5

générateur de Z.

2)Vn e N*, nZ =<n > < :N est un groupe monogéne et :
est un générateur de nZ.
3) U, = {z € C;2" =1} =< e >= {e'% ", k.€70,1,...n})

2im

<= U, est un groupe cyclique de générateur mﬂ.

4) (Q, +) n’est pas monogéne. SRR ey

%\memnmemzu de Z/nz -

Les générateurs de Z/nz sont de la forme @ avec
Z/nz =<a>avecaAn=1

‘%\megv_m
1) Z/z =<1>=<3>.
2) Soit p un nombre pre

Morphisme de
% Définition
Soient (G, x) et (G,

e Un morphisme du gro
application f: G — G’ ve

V(z,y) €G* J(z=xy)=J(z

) T J(y)-

1) Ona Z =< 1> <= Z est un groupe monogéne et 1 est un -

e AQ *v vers le groupe (G',T) est une

morphisme bijec-

tive.

Dans ce cas on dit que Tphes.

(G est un BoGEme du

. exp: (R,+) M¢ (R3, %) est un Ech.aim de
T—e :
QHW. +v e Aﬁ*_ Xv

. est un morphisme:de
Q — m& P

2) L’application

~ -

groupes.

&%\Huuog. étés

1) Soient f : G — G’ un morphisme de macc.vmv et cg, cor les
éléménts neutres respectivent des groupes G et G', alors . -

f(ec) = eq'-
e Yz G, f(z7!) = f(z)™ L
o VoeG,etVneZ, [(z")=((z))"

2)Soit f:G—G'etg:G —
alors
go f: G — G" est un morphisme de groupes.

G" deux morphisme de groupes,
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‘%\Hunowoﬂiomu
Soient f: G — G’ un morphisme du groupes.

de G'.
* Si K est un sous groupe de G', alors f~!(K) est est
groupe de G.

%\Zo%ms et image : ¥l
Soit f : (G, *) — (G’,T) un morphisme de groupes.
o- Le noyau de [, noté Ker(f), est défini par :

- Ker(f) est un sous-groupe de G.
,o- L’image de f, notée Im(f), est :

Im(f) ={f(z) ,z € G} = J(C) C (.

-Im(f) est un sous-groupe de G'.

Application

PY huﬁ.ﬂu—u:gﬁ.—Ob .\. =del : AQN\;ANNWY Xv — (] $%

Ar—> detA
phisme de groupes.
¢ Le noyau de f est SL,(IK) = € G, C)s
groupe spécial linéaire est un sous groype Ln(JK).
#V_vaowmnam

Soit / : (G, *) — (G', T) un morphisme de groupes.
e f est injective si et seulement si Ker(f) = cg.

o f est surjective si et seulement si Im(f) = G’

Ker(f)={z € G, f(x) = ecr} = f}({ea} C G.

=:1} £ Le

e Si IT est un sous groupe de G, alors f AE ) est est un sous groupe

Gd. UOCU

“

un mor-

- 5

#VUomoEUSob des ‘groupes monogeénes

e Si (G, ) est un groupe monogéne et infini (G =< @ > ), alors
(G, %) est isomorphe & (Z, +) via I’isomorphisme de groupes

(Z2,+) — G

k+— a*
e Si (G,*) est un groupe monogéne et fini( cyclique) avec
card(G) =n (G =< a > ), alors (G, *) est HmoBoHEHm (Z/ vz, +v
via l'isomorphisme de groupes I a7

¢: (Z/nZ,+) — G
\fllvg

#VOHQE d’un élément

Soient (G,*) un groupe d’élément neutre cg et © € G. Pour
nE€N*, onnote t" =g *xTx..x1.

n fois L f
e On dit que z est d’ordre fini si il existe p'€ N* tel que z? = ao

Dans ce cas I'ordre de 1 est :

o(z) = min{p € N* tel que 2 = eat|

@ Wmsmwazm

m~ le groupe est noté w@&ﬁZmBmuﬁ AQ +v mﬂoa au sera Hmaw_mhm

wmnﬁala+a+.:+a 22 3E0{% B P it L e _ :

«.u...ln o g Ar gy y e
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% Théoréme
Soient (G, *) un groupe, z un élément de G et k,p € Z.
e Si z est d’ordre fini, alors

I v

¥ = e <= o(7)|k
. @ Si z est d’ordre fini, alors

oF=a? = k= Ro.ﬁevv., ,

«%\.Hrmom.mubm“
Soient (G, *) un groupe et z un élément de G d’ordre fini (o(z) =
n). Alors

) <z>={zk 0<k<n—1}
2) card(< z >) =n = o(z).

“%\Hrmoﬂmgm
Soient (G, *) un groupe .

e Si G est un %.oc@.m finie avec card(G) = n, alors

* Vz€G, " =e=> z est d'ordre fini.
% Si P'ordre de z est d, alors djn <= of

Anneau
ﬁ\Ummaﬁow
Soient A un ensemble, ” +-"g€ dejix lois de composition

interne.
On dit que (4,4, x) e

L’anneau (A, +, x) est commutatif si la loi x est commutative.

ﬁvmxmaw_mm
o (R,+, X), (C,+, x), (Z,+, x) (Q, +, x) sont des Anneaux com-
mutatifs.
o (Z/nz+, %) est un Anneau com
e (IK[X],+, x) est un
o (M,(K),+, x) est un coxpmutatif.
e Soit 'E un IKes

N~ X

s (Any +ny Xp)n anneaux. Sur le produit
n, o1 définit les lois suivantes :

(z ..._aav,@r:;u@:: € (Af K- ¥y ABr i)t
Yy s Yn) = (X1 +1 Y1y oy Tn +n Yn)-

<AAHH_:;.&:YA@T:;@:VV = A\r X . X \p:v. AHH,.:.Hav X
Q\T _@Sv” A.‘Hg X1 Y1y ey Ty Xy m\:v

Alors
(A1 X ... X Ap.+, X) est un anneau.

%, Sous-anneau e e B g
e Soient (A, +, x) un anneau d’élément neutre 14 pour la loi x

et B une partie de A.
On dit que B est un sous-anneau de I'anneau (A, +, X) si :

€D
V(zr,y) € B, r—yeBetzxy€ERB

e Si B est un sous-anneau de 'anneau (4, +, %), alors (B, +, x)
est un anneau.
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“%Vuuwoﬁo&nmob
Soit (A, +, X) un anneau.
On pose Inv(A) I'ensemble des éléments de A inversibles pour la
loi x, alors

(Inv(A), x) est un groupe

“%\_H_?‘woﬁmsm
Soit n € N*.

Inv(Z/,z) = {k tel que kAn=1}.

#\HuwovOmmﬂob

Soit (A, +, X) un anneau.
Soient a et b € A tel que ab=ba (a et'd 8:553:3 alors

(e +b)" = MU Ck a*b"*. ” Formule de binome”

k=0

n-1

k=0
n-1

1-8"=(1-b)) =1 =b)(1+b+b +..+5"?).

% R

#V;PE:&: intégre

Soit (A, +, X) un anneau.
On dit que A est un anneau intégre si Vz et y dans A, si zy = 0,

alorsz =00ouy=0.

e Pour montrer qu’un anneau (A4, +, X) n’est pas intégre il suffit
de trouver deux éléments = et y de A tels que z # 0, y # 0 et
vérifient £ X y = 0.

0.

a"=b" = (a—b) Y | a*" ' = (a—b)(a" " +a""2b+a""3b ... 4"

Q%\Mxmsﬁ_m

(R, +, x) est un anneau intégre.
(Mn(R), 4+, X) n’est pas intégre.
AN\:N, +, X) n'est pas intégre en général

RN
%, Corps

Soit (A, +, X) un anneau. ,
e (A,+, %) est un corps si tout élément non nul de A maan un
inverse dans A pour la loi ” x ”.

e Le corps est commutatif si la loi ” %

NQ

” est commutative.

- ﬂ.ﬁ K\ngwunzm

Soit (A, +, X) un anneau.
(A, +, %) est un 45018 = Inv(A) = >/A5

Q%\Huwo_uoﬂﬁos

_ Si (A,+, X) est un corps, alors (4, +, x) est un anneau intégre.

%\Hrmou,mgm
Soit p €' N avec p > 2. Alors les Pmmmuﬁobm mczpuﬁmm sont équiva-
lentes : ; M
o (Z/yz,+, %) est un corps.

o L’anneau (Z/,z,+, X) est integre

e p est un nombre premier.
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nﬁmo:munouﬁm

e Soit (K, +, x) un corps d’élément neutre 1 pour la loi x. Soit
L une partie de K. K est un sous-corps du corps (K, +, ) si:

-lelL

V(z,y) e L*, z—ye€L

V(z,y) e *zxyel 5 A |
Ve L\{0},z7'eL

%\ZOnwEmEm d’anneaux

Soient (A, +.4, X4) et (B, +g, xg) deux anneaux .
o f:(A,+a,%4) — (B,+B, Xp) est un EoggmBm de 'anneaux

ek f(14) =15 o RRNGC g,
f(x+ay) = f(z)+8 f(¥)
f(xxay) = f(z) xs f(y)

o Ker(f) ={z € A, f(z)=08}=f""({0s}) CA. &
o Im(f) = {f(z) ,= € A} C B. ¥
e f est injectif si et seulement si Ker(f) = {04}

o f est surjectif si et seulement si Im(f) = B

D%\Huwovwmmﬁmm
Soient (A,+.4,x4) et (B,+8,%X5)
A\». =1 Xv — Amw. +p, X
1) f(04) =0s

2) Vz € A, f(—z) = —f(z) 3)VRE \» Vk € Z, f(kz) = kf(z).
4)Vz € A, VkeN, f(z*) = (f(@NE
5) Si z est inversible dans A, alor§ f(z) est inversible dans B ma
ona f(z~) = (f(2))

6)Im(f) est un sous- anneau de B.

ux agnneaux et f
his e I’anneaux. Alors

Mm\wquUOmmEos

Soient (A,+.4,%X4) et (B,+p,xp) deux anneaux et f , :
(4, +, x) — (B, +B, XB) est un morphisme de 'anneaux.

e Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme d’anneaux. e
Si f est bijective de A dans A, it que f est un automorphisme

d’anneaux.

(B,+p,xp) deux anneaux et f
est un morphisme de ’anneaux.

N — ker(f) = {04}
b <= Im(f)=B.

nneau commutatif

Q%V cal

Soient (A, +, X) un anneau commutatif et I une partie de A.
I est un idéal de 'anneau (A, +, x) si

(I, +) est un sous groupe de (A, +) -

% Définition

Vezel YVa€eA axzx€l
—

04€1

V(z,y)eI? z—-yel

Vzel,VaeA axzel

%\ongﬁ_mm
1) Vn € Z, nZestunidealdeZ.
2)V P € IK[X], PIK[X] est un idéal de IK[X].
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.@\.Woamﬁ@:m
Soient (A, +, X) un anneau commutatif et 7 un idéal de A.
eSilyel, alors [ = A. . . . :
e Si [ contient un élément inversivble de A, alors L= A.

o €l eFKenvembl . =~ w nlel
ey
=AiLel = A=t & Al

% Proposition

Soit (A, +,.) un anneau commutatif

1)Pour tout 2 € A, I'ensemble _ , “
zA = {a.z,a' € A} est un idéal de A.

\

Soit I et J deux ideaux de A, alors.
1) INJ est un ideal de A.

2) I + J est un ideal de A.

“%\_H.rmou.mao

Soit (A, +,.) un anneau commutatif. Alors, gt

e Soit f : (A, +,.) — (B.+, x) un morphisme de I'anneaux, .&o_mm
ker([f) est un ideal de (4,+,.)- A.

%\Hrmoa.mgm | p
[ est un idéal de 'anneau (Z, +, .) si et seulement si il existe n € Z

tel que I = nZ.
N ==\
%\Um.&mmvznm dans un anneau commutatif intégre

Soit (A, +, X) un anneau commutatif intégre, a et b deux élément

de A. i
e On dit que a divise b s'il existe g € A tel que b= qa.

e adiviseh < bACaA

N

W

“%\_Hr@oﬂmwgm chinois

Soient 7 et n deux entiers naturels non nuls et premiers entre eux
les classes de = respectivemement dans

Z/nmz » L/nz €t (Z/mz, Alors ’application

et z € Z.onnote T, & et &

> (&

est un isomorphisme.

~ X
“%\Hs&omﬁiom d’Euler

2,

‘¢"Remarque \ i
| ©(n) = card{k € Z, tel que |

km\HrmOuwam

o(p¥) = p* - p* 7.
3) Pour tout nombre entier

p(n)=n

2)

-

p(np) = p(n)p(p).

~

{0

% Fs AN\E:N +;, Xv — AN\-.,N. o Xv X AN\QN. =+, Xv

¢(n).= ,o,EiQa e {0, ...,n} tel que pgcd(k,n) = 1}.

e Soient p et n. deux entiers superieurs ou égale & deux tels que p
et n sont premiers entre eux. Alors

k est inversible dans Z/nz}.

n 22,

I

p premier
pin

1) Pour tout nombre premier p, p(p) =p — 1
2) Pour tout nombre premier p et tout entier naturel non nul %,

1
Clmv

; é/z\«x.
LA} /¢0

On définit, la fonction indicatrice d'Euler ¢ par : Vn e Navecn 2

&
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% Théoréme d’Euler
Soient n > 2 et a € Z tels que pgcd(a,n) =1, alors

a?™ = 1(n)|.

alors ¢! = 1(n).

%, Algébres

Soient A un ensemble, ¥ + 7 et 7 x

ou C.
On dit que (A4,+.%,.) est une
(A, +,.) est un IK-espace vectoriel
(A, +, X) est un anneau
V(z,y) € A2\.(xr xy)=(Ax) xy=xx (\y)
L’algebre (A, +, X, .) est commutatif si la loi X est commu

&\muﬁwaﬁum fondamentaux
e (C,+, %, .) est une R- algébre commutative
o (IK[X],+, x,.) est une I K- algébre commg
o (M,(IK),+,.. x) est une aléhre non
o (L(E),+,.,0) est une alébre’n

ati

u%\mo:m-m_mwvnm.
Soit (A, +, ., x) une I K-algébre et)B une partie de A.
B est une sous-algébre de lalgébre (A, +,X..)
1lp €D
Y(r,y) eB%. VAEIK, Az+y€EB
Y(z,y) €eB’, zxy€B

En particulier, si n est un nombre premier tels que pged(a, n) = 1,

" deux lois de composition
interne et ”.” une loi de composition externe sur le corps 7/ = R

I K-algébre

sl

Exemple.

) “%\HuQOU mm deux vo_%uoamw non nuls

%\gomg&:mgm Q,m_mmvumm.

Soient (A, +,., X) , Am"._. x) deux NN-m_moGHmv et f: A— B.

On dit que f est wun morphisme d’algébres si
- f(la) =1g
- V(z,y) € A%,
- ¥Y(x,y) € A®
VzeAet A€

n morphisme la R-algébre (C, +, %,.)

nomes
. mmﬂ un mocm.oon Qm C.

Soient A et B deux polynémes non nuls.
e Le PGCD(A, B) est le polyndme unitaire, diviseur commun

~

a A et & B de degré maximum.

e A et B sont premiers entre eux si PGC UT— mv

_:mv Soient C' un vo_%boBm:zEnm,ﬁm. m,Hon wQQUAO&. Qwv

D m::mo _mE,. PGCD. . ; Sip : et e
:2) ‘Pour tous ‘polynomes A ‘et m m :m _k_ mn eozm \/ mn t & 1 N
PGCD(A,B) = PGCD(AA,puB). - = Ete
mv PGGD(A, B) = PGCD(B, A).. A..w .

4) wQQUQuQQDE B), QV.ILuQQb?» wQQbﬁm OS

yaia s

ry e el £ St

Euaosﬁ E
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% Théoréme »m\uunowﬂmnmm 5
S ity 5B o s PO ok & 9 WW mwwo.w M.\p 2 _%HWMMWA%&EL alors
X] tels A=DA nw B,D CD(A,, B) =1. oien un po
IK[X] tels que 1€ 1D avec PGCD(Ay, B1) P PCA(GACR) CPPCM(A.B).

#V_H,rmoﬁmnbm de Bézout ~

A et B sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux o%\w.zumow.mam

polynomes U et V tels que AU + BV = 1. . Soient A et B deux polynfmes non nuls et unitaires . Alors
“%\H_rmoambam de Gauss | . PGCD(A, B).PPCM(A,B) = AB

Soient A, B et C trois polynémes non nuls. _.. x» ¢ B nhitaites &o?

Si A divise BC et A et B sont premiers entre eux, &o? A Ein. pasticuliet, g1 WQQDT,. BY =L fs ° e v

Aivies : PPCAM(A,B) =

Huumgvg\

%\WQOU de plusieurs polynémes

A

Soient 1 >, et Ay, .... Ay, 1 polyndmes non nuls. L #\.H,Wmow.mgm de d’Alembert-Gauss
Le PGC b?r. .. A;) est I'unique polynéme unitaire D qui Soit P un élément de C[X] de degré supérieur ou u égal & 1. Alors
diviseAy, ..., An et mm degré maximum. P admet au moins une racine dans C.
_ - nol
Si D est un diviseur commun a Ay, ..., A,,, alors D divise leur at Foa ol s e Sl
MQOU% - : o oial H... (1) 3L.3% “%\Huoﬂvﬁogm irréductible
On dit acm (A1, s An) sont premiers ‘entre eux si P Soit P un élément de I K[X].
PGCD(A,,...,Ap) = 1. : e On dit que P est irréductible sur /K s’ il n’existe pas de
On dit que Trt A,) sont deux a mmﬁn premiers entre eux 'si polyndmes A et B, tous deux de degré mcvmdmcn ou'égal ‘& 1, tel
PGCD(A;, Aj) =1, Vi#j. ,_ que P = AB. 0%
e Les polynomes. :Hoaznsgmv sur ﬁ sont les polyndmes de amma
P N -_— 7 H

‘%\.H_vmou.msm rate w e Les polynomes &m R[X] Emazoﬁzmm sur R sont Hmm voJBoEmm
Si D = PGCD(A,...,A,), alors il existe n des wo_VBcEmm de degré 1 et les polyndomes de degré 2 & discriminant strictement
£ — . ﬂm_m que A S.r AT = 1) négatif.
Si ?r, ..., A,) sont deux a deux premiers entre eux, alors ils voca
premiers entre eux.

- %\HW@OSB@ i . ¢

u%\wumuﬂg de deux polynomes e Soit P € R[X] de degré supérieur ou mmm_ aletzeC.

Le PPCM(A. B) est le polyndme unitaire degré minimum, :::. z est racine de I si et seulement si Z est racine de I’ et dans om

tiple commun a A et B. cas,z et Z ont méme ordre de multiplicité.
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¥, Décomposition en
C[X].

Soit I” un élément de C[X] de degré supérieur ou égal & 1.
P s’écrit, de maniére unique sous la forme

facteurs irréductibles dans

p
P=AT[(X - z)™
k=1

ol 2y, ..., 2p, sont des nombres complexes deux & deux distincts et
o, ..., @, sont des entiers naturels non nuls.

&@

¥

Décomposition en facteurs irréductibles dans

% N L] =
,Ho_ca _Huc_%noam de R[X], de degré supérieur ou égal & 1, s’écrit de
maniére unique & l'ordre prés des facteurs, sous la forme:

P q
P = AT - 2™ JT(X? + X + )™
k=1 k=1

X = dom(P), les a sont des réels deux & deux distincts, les (b, ck)
sont des couples de réels tels que b — 4cx <O0.

(Q.
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