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Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla
Probléme "Réduction et structure"

Introduction et Définitions

Dans tout le probléme, /" désigne R ou C et E est un i-espace vectoriel de dimension n > 1.
— On dit qu'un sous-ensemble A de £(E) est une sous-algeébre de L(E) si '
de L(E), stable par la composition, c'est-a-dire que u o v appartient A
u et v de .A. (Contrairement a Ja définition du programme, on ne defii

A).
— On dit qu'une sous-algébre A de L£(E) est commutative si pour tous « et Wdan¥’ A, uov=vou.
— Une sous-algébre A de £(E) est dite diagonalisable s'il existe ufe bige B ¢”E telle que Alatg(u)

soit diagonale pour tout u de A. A
— On dit qu'une sous-algébre A de M, (K) est une sgus-algébrexie Adakt ) si A est un sous-cspace
vectoriel stable par le produit matriciel. Elle est difdyco itativ@ si, pour toutes matrices A et B

de A, AB = BA.
— Une sous-algdbre A de M, (K) est diagonalisable s'il kxi!
M de A, P~'MP soit diagonale.
On désigne par T,(K) (respectivement 7,7(K’)) le sc
gulaires supérieures (respectivement des matrices triang

Partie I - Exemples de sous%%es (Probléme)
¢

K) sont des sous-algébres de M,,(K).

2 de dimension p et Ar I'ensemble des endomorphismes de F qui
(E),u(F) C F}.

fgebre de L(E).

de E avec (ey, ..., €,) est une base de F. Vérifier qu’un endomorphisme

P € GL,(K) telle que pour toute matrice

s-cidegible de M, () constitué des matrices trian-
hhg supéricures A coefficients diagonaux nuls).

1. Montrer que les sous-¢

2. Soit F un sous-espace vec
stabilisent F, c’est-A-dire

(a) Montrer que Afr est 1

(b) i) Soit 3 = (1. n
u de E appartidl a \p si et seulement si sa matrice dans la base B est de la forme (g C>,

€ Mpn-p(K), D € My_p(K)

. @91 A = My(K) X My y(K) X My_p(K)

plication u— (A,C.D)

i) Déduiroque dim Ar = n* — np + p*.

est un isomorphisme

(c) Déterminer miax ( n? —np+p?).
<psn-

3. Soit I'(K) le sous-ensemble de M3 () constitué des matrices de la forme A = (z ;b> oil (a,b) € K2,

(a) Montrer que ['(K) est une sous-algébre de M,(K).
(b) Montrer que I'(R) n’est pas une sous-algébre diagonalisable de M;(R).
(c) Montrer que I'(C) est une sous-algebre diagonalisable de M,(C).
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Partie II - Une sous-algébre commutative de M, (C)

Dans cette partie, on suppose n > 2.
Pour tout (ag,ay,...,a,-) € C", on pose

Ainsi, le coefficient d'indice (4,5) de J(ag, ..., au-1) est aj_; 81 j 2> i et aj-;

cregmr e SiJE (1, n =1} ct p(en) = €1, 00 (e, ...
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5. Soit J(ag. ..., an-1) € A C M, (C). Quelles sont. |

Qq Ap-1
a€
J(ao,@1y...,8p-p) =

.
.
.

-2
p-1 (2

. Préciser les matrices J* pour & € N.
. Montrer que (£,,,J,J2,..,,J™") est une base de A
. Montrer que A est une sous-algébre commutative de

a) Montrer que J est diagonalisable dans
b) Déduire que A est diagonalisable.
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