Préparatoire MP 2

Prof. Nedra Moalla

Série : Groupe-Sous groupe

Exercice 1 "Questions de Cours”".
Soit (G..) un groupe d’élément neutre noté ¢ et a € G.
1. On suppose qu’il existe n € N* tel que a™ = c.
i) Montrer qu’il existe p € N* tel que a® = e et akfe,, ke
On note p = o(a).
1) Soit m € N°. Montrer que a™ = e < o(a) | m.
2. Montrer que si (G,.) un groupe monogéne, alors G est abélie
3. Soit £ € G un élément d'ordre fini.
Montrer que o(z) = card < r >.
4. Soit n € N°, on pose I/, = {z € C,tel que 2" = 1}.
Montrer que U, est cyclique.

<pA

5. Soit (G'. =) un groupe et [ : (G,.) — (G’, *) est un rorphigne
de groupes.
Montrer que :
i)f(ec) = e
i) VregG. f(z7') = f(z)".
i) Si H est un sous groupe de G, alo un sous

groupe de G'.
iv) St K est un sous
groupe de G.

v) Ker(f) est un sous-
uvi) Im(f) est u

pe de (3

2. On pose O.(R) = {A € M. fR). telque ‘AA = I,.}.
Montrer que O,(R) est un sous-groupe de GL,(R).

3. Soit O (R) = {
Montrer que O}

) tele det(A) = 1}.
-groupe de O,(R).

R), telque det(A) = —1} est-il un sous groupe

1. Montrer que (B(G).0) est un groupe.
. Montrer f, est un automorphisme du groupe (G, .)
. On pose G' = {f,, a € G}.

Montrer que G' est un sous-groupe de B(G).
On définit Uapplication
v :G— G
a—s f,

. Montrer que v est un morphisme de groupes
. Soit r € G. On pose C; = {y € G lel que ry = yr}.

a) Montrer C, est un sous-groupe de G.
b) Déterminer ker(y)) puis déduire que ¥ est injective si et
seulement si ﬂ C, = {e}.
zeG
c) ¥ est- elle surjective ?
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Exercice 4 Soit (G,.) un groupe cyclique de cardinal n avec
G =< a >. Pourr € N*, On consideére

] G—G
T—> "

1. Montrer que f est un morphisme du goupe G.

2. Soit d = pged(n, ).
a) Montrer que ker(f) =< a™ > avec n = dn'.
b) Montrer que Im(f) =< a® >.

3. Pour y € G, combien l'équation z" = y posséde-t-elle de
solutions ¢

Exercice 5 (Théoréme de Lagrange).
Soient (G,.) un groupe fini de cardinal n € N*, d’élément neutre not
e et H un sous-groupe de .

On considére R la relation sur G définie par :

TRy <= ry e H.

1. a) Montrer que R est une relation d’équivalence sur G

b)Déterminer pour a € G, clg(a) la classe d 'équwa nce Mg aN

selon la relation R.

2. Montrer que l’application

fo I —clr(a
I — T.0

est une bijection.
3. En déduire que card(

4. Montrer que si (G,.) un groupe fini avec card(G) = n, alors pour
tout a € G, a™ = e et l'ordre de a divise n.

5. On suppose quen = 2p+1 et o /dére un entier m tel que

m divise 2p.
a) Montrer que l'a;

est bijective.

r que C(A) et N(A) sont deur sous-groupe de G.

2. Nppntrer que A est un sous groupe distingué dans G si et
seulement si N(A) = G.

3. Soit ¢ : (G,.) — (G'..) un morphisme de groupes.
Montrer que kery est distingué dans G.

4. Soient H et K deuz sous groupes de (G,.). On pose
HK = {zy,z € H et y € K}.

Montrer que si Il est distingué dans G, alors ITK est un
sous-groupe de G.
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