Prof. Nedra Moalla

Préparatoire MP 2

Série : Anneau-Corps-Algébre ,

> U
Exercice 1 "Questions de Cours".

1. Soit (A, +, x) et (B,+, %) deur anncauz et
fi(A+,x)— (B,+,x) un morphisme d’anneaux.
Montrer que
i)f(04) = 0p.

ii) Vz € A, f(-7)=—f().
iti) Vk € Z, f(kz) = kf(zx).

iii) Vk € N, f(z*) = (f())*.

iv) Si z est inversible dans A, alors f(z) est inversible dans B et
@)1 = f@Y).

a) Montrer que si A est commutatif, alors kerf est uni

A

b) Montrer que Imf est un sous-anneav de B.

3. Montrer que si I et J sont deur idéaugld’un apfgav com if

A, alors INJ est un idéal de A.
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Exercice 2 .
Soit (A,+,x) un anneau commutatif. Un

nilpotent sil existe un entier naturel n

1. Soit (z,y) € A% Mon
nilpotents de A alorsz X y

2. Montrez que si
son inverse.

Exercice 3 1. Soit (A, +, X\up anneau. On note Uensemble des
éléments inversibles U(A).

2. Déterminer U(Z)

8. i) Soit n € N*\
Z/nZ si g

5.7, montrer que @ est inversible dans
es entiers a et n sont premiers cntre

7/pZ, +, x) est un corps si et seulement i p est

premier.
si p est un nombre premier, alors pour tout T €

“onaz®l=T1.

Z/nZ,+, x) est-il intégre ? justifier votre réponse.
Montrer que (Z/nZ,+, X) est intégre si et seulement si p est
un nombre premier.

)

Exercice 4 On pose
Z[i) = {a +ib, (a,b) € Z*}.

1. Montrer que l'addition "+" et la multiplication "." des complezes
sont des lois de compositions interne dans Z|i].

2. Montre que (Z[i],+,.) est un anneau commutatif et intégre.

3. (Z[i],+,.) est -il un corps?

4. En considérant [’application Déterminer

)

U(Z[i], ensemble des éléments inversibles de Z[i]

Exercice 5 .

Montrer que (U(A), X) est un groupe.

/)
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1. Sou P € IK[X]. Montrer que PIK[X]| = {PQ, Q € IK[X]} est
un idéal de Uanncau (1 K[X], +, x).

2. Soit I un idéal non nul de (IK[X],+,%). On pose A =
{degP, P €I\ {0}}
a) Justifer que minA existe. On notera k = minA.
b) Montrer qu’il existe un unique polynéme unitaire Q € IK[X]
tel que I = QIK[X].

8. Conclure.

II) On considére E un IK -espace vectoriel de dimension finie, u un
endomorphisme de E. On admet qu’il eziste un polynéme non nul noté
Xu vérifiant x,(u) = 0.
ON considére z € E \ {0g}.
1. Soit I, = {P € IK[X], P(u)(x) = Og}.
Montrer que I, est un idéal non nul de IK[X].
2. Montrer qu'il eziste un unique polynome unitaire de degré
minimal noté m,, € IK[X] tel que my(u)(z) = Op.
3. a) Justifier que divise 7, divise le plyndme minimal .
b) Déduire que Uensemble {7y, = € E '\ {0g}} est fini.
4. Soit (z,y) € (E\ {0g})2. tels que mpy ATy = 1.
Montrer que +y # 0 et que Teyyu = Tz uTyu-

- Exercice 6 Soit o une racine compleze de U’e
On considére Z[a] ’ensemble des nombres comp

1. Vérifier que laddition "g" et la

5. Soit z = a+ ba € Z[a]. Motirer que z est inversible dans Z[a] si
et sculement si a® + 2b* — ab = 1.

6. Montrer que léquation précédente n'admel pas de solutions
lorsque ab > 0 ou bien ab < 0.

7. Déduire lensemble des éléments & ibles de ((Z]a])*,-)-

; : . ¢
Exercice 7 Soient K, morphisme d’anneaur

entre I et L.

1. Montrer que f(z)
(f(z))~".

tout x € K* et déterminer

" on note ¢(n) le nombre d’éléments
s dans 1) e

n) = card{l1 < k < n telque kAn=1¢€}

)e fohction indicatrice d’Euler.
oit p un nombre premier, calculer ©(p) et p(p®), a € N*.

ient m etn deuz entiers premiers entre euz. On considére
l’application

2.

[ Z/amZ — Z/nZZ[mZ
T— f(T) = (3,7)

a) Justifier que f est bien définie.
b) Montrer que f est un isomorphisme d’anneaur.
<\ En déduire que p(mn) = p(m)p(n).
N N
) Montrer que sin = Hp?", alors p(n) = Hp?‘_l(n. -1).

i=1 i=1

Exercice 9 Soient E un I{-espace vectoriel de dimension n > 1 et
u € L(E)\ {0}.

On note u° = Idg et u* = uou...ou  k-fois.

Pour tout polynéme P(X) = EakX“ € IK[X], on pose P(u) =

=0
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