- ' . » .

K désigne Rou Cet E, F,G, ... désignent des K-espaces vectoriels de dimensions finies.
I désigne un intervalle de R d* mléncur non vide.
On étudie i ICI des fonctions d'une variable réelle A valeurs dans un espace de dlmensnon ﬁme

o

€&¥’iH:Mecxhwdnmm;3eRﬂ“*(58'ﬁg)EEhmnn

19.1 Dérivation”

19.1.1 Vecteur dérivé

N Ll Fe

Définition
On ditque f : I — I est dérivable ena € [ si le taux g'accroissement
| 1
: s = f@)
converge quand i = 0 (avec h # 0y * &

Sa limite est alors appelée vecteur dérivé de f en a, on la note f'(a).

- T

Théoréme

Soit f: I - Ecta élément de I Ona équivalence entre :
(i) f: I = E estdérivableena;

(i} il existe £ ¢ E tel que

) J(t) = [(a)+ (t—a).L+ (L - a)s(f) avee's(t) T_—;) U

De plus onaalors £ = J'(a).
L'égalité asymptotique écrite dans (ij).s appelle un r.k‘,vclopP'fm"m limité 3 lordre 1 de f en a.

'
dém. : i 1
! : .
L1439 ,
P 4 ."
‘ |
) .
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(1) =2 (11) §1 S est Mrivable en @ on peut écnire, pour t # a
s (0 = f(a) = fa) 4 ()
Avec e(1) g 0. On alors
o IO S = f@ e
et cette relation vauf aussi pour t =  en posant e(a) g L 0g. On obtient done

\l’l " !(’)'I(d) ‘(":A) /l‘l) ‘ 0“ 3 ‘l} v .‘v: .“’."i.v;m

(@ ) Si f(0) = S(a) 4 (¢ - a1 (¢ a)e (t?m oot Inplan, '“
;;(,(a.._‘,l_ ,(a))a Hal.(+’l!(ﬂ+'l)) mb, "
e e
)

Ead

: 1(t) =, f(@) + (¢ —a).L+ o((t ~ a)

en introduisant le concept de foncnon négllgcablc comme cela a été fait pour les fonclmm réelles ou
complexes. A »

|
. ) - "
Corollaire S rnoiteveaGlh ~ EVL
| Si £ est dérivable en a alors”)f est aussi contifllie en a. X

Remarque On écrit alors

Remarque Sit H' J(t)estle pammélmge d'un mobxlc alors ['(a) est lc vecleur vitesse du mobile A
I'instant t = a. pic ' »

19.12 Dérivabilité a droite ¢t & gauche ,,

Définition
Soit f : I-Ecta€l qun n'est pas cxtrémllé droite de 1. On dit que f est dérivable a droite
en a si le aux d'accroissement Ve

L (st - gta)

converge ilunnd h = 0 Sa limite est appeléc vecteur dérivé A droite de [ en a. On le

. note f}(a).
De fagon analogue, on déﬁmt Ja(a) vecteur démé A gauche de f en a.

wr

Proposition
Soit f : I =} E et a élémentIntéricur & /. Ol'a équivalence entre :
(1) f est dérivable en o}
(ii) f est dérivable 3 droite ¢Uh gauche en a kvee fi(a) = [y (a).

40 : OO0
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CHAPITRE 19. DERIVATION ET INTEGRATION D'UNE FONCTION VECTORIELLE

19.1.3 “Fonction dérivable @i i

Définitlon
Une fonction f : I — E est dite dérivable si elle I'est en tout point de /.
On peut alors introduire I"application . -

g \) B :
S telw f'(t)

appelée fonction dérivée de f.

Proposition -
| Les fonctions dérivables de I vers E sont continues.
dém. : ; - e
Si f: I = E cstdérivable alors f cst continuc en touta € 1.
(] i " i
Théordme
Soit f : I — E de fonctions coordonnées f}, ..., fp dans une base e = (€1,...,e,) de E.
On a équivalence entre : : ‘
(i) f est dérivable; - - s
(i) f1,- .., fp sont dérivables.
De plus, si tel est le cas_ ' s
P
vte L f'(t) =) f;(t)e;
i i=1 ) !
dém. :
Ona

. p \
RUla+ )= (o) =3 F (et 1) = fla) o
J=

La convergence de la fonction vectorielle en premier membre équivaut a la convergence des fonctions
coordonnées mises en exergue dans le second membre.
D « . o2

Exemple z: I — C cst dérivable si, ct sculement si, Re(z) ct Im(2) Ic sont. On a alors
2'(t) = (Rez)'(t) + i(Imz)’(¢)

Exemple z : [ — RP définie par z(t) = (z,(t),- .., Tp(t)) est dérivable si, et seulement si, x,,...,z,
le sont. On a alors ? ‘ : :

2(t) = (@0, ZH(0))
Exemple A: 1 — M, p(K) est dérivable si, et seulement si, les fonctions coefficients t — a; j(t) le
sont. On a alors p ,
ay(t) e oay(t)
Al(t) = d :
0:54,}.(0 SRS 0:;‘,,.(1)
» -

a0 . Hen bhands - @O0
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19.1. DERIVATION \

19.1.4 'Opérations sur les foﬁglionsdérivxihls’ oldeviab ooipagod it

Théortme

Soit f,g: I—»Eet,\eK .
Si f et g sont dérivables alors A f et f + g le sont aussi avec

LN =ML U0 =T 4+

dém. :

Par opérations sur les hmuu ou par lcs fonctions coordonnées dans une base de E. :
] i h

Corollaire ¢ . i

L'ensemble, ’D(l E) des fonctions de I vers E dérivables est un sous-espace vectoriel de
F(I, E) et Fapplication f — f y est linéaire.

J

Théoréme : £ 2
| Soitp:J o Jetf:1—=E,|
Si f et sont dérivables alors f o l'est auss\
Jop) =¢.f'o0 .

%

dém.: R "

Immédiat par les foanns coordonnécs dans une basc dc E.
O

Théoréme
Soit f: I - Eet L € L(E, F). i &"ecwb :
Si f est dérivable alors L(f) ; t = L(f(t)) est dérivable et

(A

dém
Soita € . Pourh#O .

A (LG4 1) = @) = 1 (F (ot B = f(@)) 5 LU (@)

: A - 6T
car L est continue puisque linéaire au départ d'un espace vectoriel de dimension finie.
(]

Attention : Ici écrire la formule (L(f))" = f' x L'(f) n"a pas de sens car L' n'en a pas.

Exemple Si A : I = Mo (K) est dérivable alors ¢~ t;(A(f)) est dérivable et

'% (tr(A(t))) £, tr(A'(1))
!

442 | ' @080
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CHAPITRE 19. DERIVATION ET INTEGRATION D'UNE FONCTION VECTORIELLE

Théoréme
Soitf: I+ E,g: I - FetB: E % F - G'bilinéaire. 7
Si f ct g sont dérivables alors B(f, g) : { = B(f(t),9(t)) cst dérivable ct
- IBUY =B 9 +BUL)

i

dém. :
Soit a € I. Pour h # 0, on peut écrire

%(B(I(a+h).g(a+h)) - B(f(a),g9(a))) - e e
1 1
= B(} U@+~ f@) oo+ 0) + B (160, } (oo + ) - g(n)))

Par continuité de l'applwauon bilinéaire B,

n (B(f(ﬂ+h) 9(0+h)) B(f(a); g(a))) oo B(f'(a).9(a)) + B(!(d) 9'(a))

h=0
0
Corollaire
Sia:I— Ket f:I— E sontdérivables alqrsn.f aussi et
(a.f) =a'.f+a.f
dém. : ,
L'application produit extérieur . : K x E — E est bilinéaire.
O
Corollaire
On suppose que E est une algdbre.
Si f,g : I = E sont dérivables alors fg l'at aussi
(Ig) = f g+ /g
En particulier, D(/, E) est une sous-algébre de F (I, E).
dém.:

L'application produit E x E — E est bilinéaire: -
a

Corollaire

On suppose E euclidien dé produit scalaire (. | ).
Si f, g sont dérivables alors ( [ lg):tw (f(t)]|g(t) est dérivable et

Ul =19+ (f19)

dém. : siia
(.| .) est une application bxlmémrc
a

443 sl bl @080
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19.1. DERIVATION i

// /
'mhﬁme/ //
Smlj. I = Ey. f,. IS5 fyetm: Elix 2x -x Ep SFm
/Slfly fp

| .
Exemple Siu,v,w: I — R sont dérivables alors uvw aussi et

(urw)’ = u'v}bv+ ut/w + uvw

Plus généralement, on a pour fi,..., Spil= R dérivables, la relation

fp) —Zfl N § 73 e

" .
I

Exemple Soit A : t — A(t) une fonct’xun dérivable de { vers Mp(K).
La fonction ¢ — det A(t) est dérivable car

d I.A(t) = E C(U)Haa(n).l(t)

o€S, i=1

Exprimons la dérivée de t ~ det JA(t).

Notons C)(t),- -, Cn(!) les colgnnes de A(l) et E = (E),. .., Ey) labase canonique de M, ; (X).

Les fonctions C1, . . ., Cy, sont dérivables et puisque

det(A(t)) = dei,; (cl'(i), ..0sCall))

avec détg application multilinéaire, on a

. (;—lt “ det A(t)) = Z;dctg (Cl(tlv . .,C‘:(l),. ,Ca(t))
' . ’/ 1=
soe Jiuboy o
d | a(t) b(t) a'(t) o(t) a(t) b'(t)
Exemple 77| () d(1) ot) d(t)

c'(l) d(t)

Remarque On pourrait aussi raisonner par ligne plutdt que par colonne.

| h

B -
-

444 m @O0

Scanned with

i & CamScanner’;


https://v3.camscanner.com/user/download

CHAPITRE 19. DERIVATION ET INTEGRATION D'UNE FONCTION VECTORIELLE _

19.1.5  D¢rivées d’ordres supérieurs, | ' e

Définition

Soit f: [ = E.

On pose f(%) = f appelée dérivée dordre 0 de f. '

Pour i € N, si £ existe et est dérivable, on pose f("+)) = (f‘")) appelée dérivée d'ordre

n+\1def.
On dit que f : I — E est n fois dérivable si ™ existe.

Théoréme &

Soit f: 1 = Edcfonctwns coon!onnees Jiqeee .f,,dansuncbasee 2 (c;,.‘ 1€p) de E,
On a équivalence entre : et
(i) f est n fois dérivable ;

(ii) f1,..., fp sont n fois dérivables.

De plus, si tel est le cas :

f

weel, /(")(z)_; SP(O)e1 4+ [t

dém. :
Par récurrence surn € N. . : f oe
(] . {
Théoréme : ' ,
Soit f,9:1 -+ Ect A€ K. : .
Si J et g sont n fois dérivables alors A/ et f+gle sont aussi et
(AN AF® et (£ + ) 2 g0 4 gl
dém. : $ . “
Par récurrence surn € N. 7 NP, \
O ' :
Corollaire ‘ o 34y oli y .
L'ensemble D"(I, E) des foncuons n foxs dérivables de I vers E est un sous-espace vectoriel
de (I, E). s
Théoréme R
Soit f: I —> EetLeL(E,F).
Si f est n fois dérivable alors L(f) aussi et
(L™ = L(f™) »
dém. : , '
Par récurrence surn € N. !
O

s - : 080
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19.1. DERIVATION

Théortme
Soit 1: E % I = G une nppllcallnn b\linéalrc
Sif: I = Eetg: T = Fsontnfois dérivables ulors (S, ) I"est aussi et

B(f, )™ = Z ( ) 7] (;(n-u'g(n)

AR L r"lhlli " f’?"“',’»(l ¢ 1

k=0

dém, :

%ar récurrence sur n c N.
Pourn = 0: ok. ,
Supposons la propriété vraic au rang n > 0. . |
Soit f: I = Ectg: I — Fdesfonctions n + 1 fons dénvnhlcs
Par hypothese de récurrence I(f, ) est n fois dérivable et

M b ] \
n

ot

k=0

\

‘ b . ' ;
Or pour tout k € {0,...,n}, f"*) et g™ sont dérivables donc B (f("‘"), _q(*)) aussi.
Par suite, B(f, g) estn + 1 fois dérivable et

n

By =3 ( ) [D (f("“‘” g®) + B (k) Jum)] , ‘,l

k=0 ik
1

En séparant les deux sommes ¢t par décalngc d'indice

B(f,q)" ) = 2( ) (f(n-H-—k) g(L)) Z ( ) B (:f(n-orl-k)‘g(k))

k=0

En adjoignant des termes nuls & chaque somme

B(7.9) = ‘:‘ (:) B-(f ("“"‘".g“'")' + nf (Ai 1) B (ftnt178);g0))
k=0 ‘' k=0

En réunissant les deux sommes ct par la formule du triangle de Pascal

I

n+1
—~ [n+1 itk :
B(f,9)"H =" ( 5 )B (rower- i)

k=0 |

Réc:\';rrcncc élablie.
D . LY
Corollaire

| Sia: I Ketf: I E sont n fois dérivables alors a.f aussi.

Corollnire .
On suppose que E est une algebre.
Si f,g: I = E sont n fois dénables alors fg aussi.
En particulier, D" (I, E) est ung sous-algébre de C(1, )
) 1]

a6 EOBO
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CHAPITRE 19. DERIVATION ET INTEGRATION D'UNE FONCTION VECTORIELLE

Corollaire
Soit £ un espace cuclidien
| Si f,9: I = E sont n fois dérivables alors (f | g) aussi.

'

Exemple Soit f : I = E unc fonction n + 1 fois dérivable.

(1)) = £ gD () + (n + 1) (2)

Définition

Une fonction f : I — E est dite de classe C" si f est n fois dérivable et si f(" est continue.
Une fonction f : [ —» E est dite de classe C™ si elle est de classe C™ pour tout n € N.

Les théorémes présentés cn-dcsws s¢ transposent aux fonctions de classc C™ avec n € NU {oc}. Onen
déduit :

Proposition

Pourn € NU {oo}, f : I = Eestde classc C" si, et seulement si, ses foncuons coordonnées
dans une base de E le sont. ;

Théordme - ’ g
Pour n € N U {0}, I'ensemble C" (I, E) des fonclions de classe C" de I vers E est un sous-
espace vectoriel (voire une sous-algébre) de F(I, E).

19.2 Intégration sur un segment .

19.2.1 Fonctions continues par morceaux

Soite = (ey,: .., €p) une base de I'espace E.

Définition / \ ‘ :
Une fonction f : [ -4 E est dite continue par morceaux si ses foncuons coordonnées dans 1a
base e le sont. ; -

Proposition

[ La nouon nc dépcnd pas du choix de la basc ede E.

dém. :
Si é = (é,...,€p) désignc unc autre basc de E ctsi P cst la mgtricc dc passage de e 2 €, la formule de
changement de base ¢ 3 Y

X=PXeaX=P'X

montre que les fonctions coordonnées fi, ..., fp de f dans € sont combinaisons linéaires des fonctions
coordonnées de f dans e. Si ces derniéres sont continues par morceaux, ces premiéres aussi.

0O
Théortme

L'ensemble C,(:,"( I, E) des fonctions continues par morceaux de I dans E est un sous-espace

vectoriel de I'espace F ([, E).

447 @080e
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19.2. INTEGRATION SUR UN SEGMENT

dém, : > ¥
Par opérations sur les foncuons coordonnées.
(o

19.2.2 Intégration entre deux bornes _ !

Soit e = (eq,...,¢€p) unc base de I'espace E.

Définition
Soit f : I —_E une fonction continue par morceaux de fonctions.coordonnées f1, ..., f, dans
la base e. !

Pour tout a,b € I, on appelle intégrale de fdeaable vectear 1 ont’h sl

b P b
: / Ftydt=3" f f5(t)dt.e;
° 3= By omil

Cette intégrale peut aussi étre notée f fou [ florsquea < b.
. [a,b] ‘

.

Proposition
| La valeur de I'intégrale ici définie ne dépend pas du choix de la base ¢ de E.

dém. :

Considérons & = (é1,. -, €p) une autre base de E et introduisons P = (p; j) la matrice de passage de e
d¢.0na

ZP:.J.% et f(t) = Z Ji(t)ies = Z fit).;

j= j=1
ou L} F i BN Sl

ct donc

Poeb Poeb

Z/ f,(:)dc.e, Zzp.,ff,(z)me. Z/ }:p.,,fj(r)(ue. }:/ fi(t) dt.e;

j=1v8 j=1i=1 i=17a :
m]
19.2.3 Opérations :
Théoreme 3

Soit f,g : I —» E continues par morceaux, A, jt C Keta,bc T
: b b b

/ Af+uy=A'/ f+u/ 9
a a a

dém. : ‘ i
Via les fonctions coordonnées dans une base de I,

O

! 448 ' @O0
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CHAPITRE 19. DERIVATION ET INTEGRATION D'UNE FONCTION VECTORIELLE

\

Théordme
Soit f : I = E continue par morceaux.

\ thy A
Vu.b.rel./ f=/ I+
o a -

" dém.

Via les fonctions coordonnées dans une base de k. N
a

19.2.4 Sommes de Riemann

Théortme
Si f : |a,b] = E est continue par morceaux alors

_azf( +L—) e /f([)dg |

dém. : ! ,
Via les fonctions coordonnées dans une base de E. 4, N
a .
Remarque On a aussi
-a
Z ! ( + k—) —— [ f(t)dt
k=1

Corollaire ‘
En particulier, pour f : [0,1] = E conundc par morceaux

1 nrl n L
;k of (") . %Zlf( )tendcntvcrs/ f(t)dt
19.2.5 Inégalité triangulaire + . a

Théordme ‘ v
Soit f : [a,b] = E continue par morceaux et | . || une norme sur E.

/M.f < /M o

dém. :
D'une part
b n-1 b b
P (a 5 ki—=—) f(t) dt
n 3 n—4
k=0 y a
449
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19.3. INTEGRALES ET PRIMITIVES

et d'autre part . 22 e .
¥onea —a -
- b3 l(a ) ;;:’fil!(l)h dt
k=0 s
Or par inégalité triangulaire
b—a ) b—a\| _b=a =
aZf(a-{»k ") < n“ f(a-ch ")
" i . k=0 -
On conclut par passage 2 la limite.
O v
19.3 Untégrales et primitives=y
19.3.1 Primitive
Définition e | 3 z
On appelle primitive de f : I — E, s'il en existe, toute fonction F : I — E dérivable vérifiant
F={.

Remarque Les primitives de f peuvent se calculer 2 partir des fonctions coordonnées de f.

Théoreme
Si f : I — E admetdes pnmnms celles-ci se dcduxscnt les unes dcs autres par addition d'une
constante vectorielle.

dém. : .
Slch(pnmluvcdcfa]onF+Canmmr(F+C)’ F=f.

Si F et G sont deux primitives de f alors (F — G)' = 0.:[ donc F' — G est constante (car ses fonctions
coordonnées le sont).

a

19.3.2 Intégrale fonction de sa borne supérieure

Théoréme .
Soit f : I — Eeta € 1. Si f est continue alors f posséde une unique primitive s’annulant en
a, c’est la fonction % .
F: x'-»/ J()de
a
dém. :

T

La fonction F': x f(t) dt est définie de / vers E et s’annule en a.

Soit z € I. Montrons “ ;
+ (Fla+h) - F@) 5= (@)

Soith > 0.

x+h L
[ 10 - ra)a

v

i e+ m - Fan - s

z+h
! <[ o= rena

|
—ar
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CHAPITRE 19. DERIVATION ET INTEGRATION D'UNE FONCTION VECTORIELLE

Puisque f est continue en , pulir € > U, il existe v ,> 0 tel que

Vie |-zl <a () - [ <e

et alors \
O<h<a=te[z,z+h],|[f(t)- f(@)<e
et donc T ’ B
' 0<IISO=>"%(F(J‘-};'L)—F(I))—f(:r.) <e ‘
. Ainsi oof

' % (F(z+h) = F(z)) — /(z)

De méme on montre . )
o | ' S
,—‘(F(x+h) —.l_;’(x)) ——*,__‘.o_ f('r)

(]
Remarque On retient la formule

=(/ :f(t)dt) = f(a)

. Corollaire
Si f : I — F estcontinue de primitive F alors

Va,be I, / bf(t)' dt = (F)s

dém. :
Pourtoutx € I,ona

[ ra=rE- ke

I
car T — / F(t) dt et F sont primitives de f. En particularisant en x = b, on obtient la relation voulue.
a

m]
19.3.3 Changement de variable et intégration par parties

Théoréme
Soitp : I — J declasse C et f : J — E continue.
¥(b)

b
Va,bel, / FOSe= [ 16

p(a

.
La manipulation consistant A transformer une intégrale en I'autre est appelée changement de
variable définie par la relation 5 = ¢(t).

as1
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19.3. INTEGRALES ET PRIMITIVES ‘ 1

dém. : : ‘ ) » i 1
Soit F une primitive de la fonction continue f.
' (b) 4
 J(s)ds = [F()]70)
#(a) :

On vérifie par les fonctions coordonnées que F o ¢ est primitive de la fonction continue ¢o'. f o ¢ et donc

b’ d
[ e ear= Feont

0 : )
Théoréme .
Soit B : E x F — G bilinéaire, u: I = Eetv: I — F declasse C. ’ iz 5

3 . ) =y
Va,be I, /bB(I‘Ia v) = [B(u, v)]z —/ B(u,v’)

dém.: X ; ' ’ T
Puisque la dérivée de B(u,v) est B(v',v) + B(u,v") , ‘

|

b b b
[ B0+ [Bu) = [ B = Bl

a

19.3.4 - Inégalité des accroissements finis | = |

Théoréme .

Soit f : I — E declasse C'. S"il existe M € R* vérifiant
vte LI <M

alors St i i '

Va,be I, ||f(b) - f(d)|| < M|b— a]

‘| En d’autres termes, la fonction f.est lipschitzienne.

dém.: "
Puisqué f est de classe C*, on peut écrire”

vze b, f(z) = fla) + / " podt

. _ ;l' ! d‘ & ’
W0 - @)= /[ NG t{< /[ NI
et donc '
11®) = 1@< [ Mt = (b -a)
o [a,b)

452 it zmolshrpgul @@@@v
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CHAPITRE 19, DERIVATION ET INTEGRATION D'UNE FONCTION VECTORIELLE

Cas a > b: analogue, 3 athh altiens ‘
D .
19.3.5 ¢ Formules de Taylor" -
193.5.1 Formule de Taylor avee reste intégral
Théortme ' .
Soit f: 1 = Eeta € 1. Si f estde classe C"H!

Veel, f(r)= Z(I .a) f(”( )+/ (‘r f(nol)(')

k=0

\

dém.:
_Par récurrence en cxploitant I'intégration par p:mics

[ = -5 f""”(f)]n+- e s

a

a
Remarque Cette formule constitue une généralisation de I'identitg,

f(x) = fla)+ / " fe)dt

Remarque Par le changcmcnt de variable affine t = a + (= — a)u, on peut réécrire le reste intégrale
/ (z = j("“)(t) dt = (z - )“'“ f - u) f("+')(a + (r —a)u)du

Cette nouvelle écriture permet de micux nppréhcndcr I'ordre de gmndcur du reste.

-

19.3.5.2 1 Inégalité de Taylor-Lagrange ¢

-

Théoréme
Soit f: I = Ecta € I.Si f cstdc classc C"*! ct si f"‘“) bornéc alors
(.’C a) (k) l AT "+l (n=1)
Vrel ||f(2) - Z f@)| < B sue s (t)||
dém. : A . b
Ona
” (n+1)
”/ L u) L ) (q 4 (z — a)u)dulf < / aQ-w"| s (n+l)" ”{" - ll)l
(m]

‘Remarque Ce résultat constitue une généralisatidd:dc I'inégalité des accroissements finis.
|

f
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193 INTEGRALES ET PRIMITIVES

19053 Formule de Taylor-Young '

~ .

1h¢0ffm¢ P " |
Soit f: I -» Eeta ¢ 1. Si [ estde classe C"

J(z) = i (—LIT“—):J(“(n) +(x = a)" e(x) avec e(x) -~ 0
[ _

Cette relation est appelée développement limité de f A l'ordre n en o

dém, :
Puisque que f est classe C"

vzel, [(z)= Z (e ") Mg )+/ L—T/(")u)m

k=0

Puisque £{™) est continue en a, on peut écrire
S = f™(a) + p((Favec ¢ = 0

ct alors

Soit £ > 0. Il existe a > 0 tel que : o
It=al <a=llpO <e
et alors pour |r — a] € a

il sl i g)n-t 1"

ARTE “’"""“ e

On peut alors écrire

/r (_r — -1 = :
J -(—T‘p(f)df (x = a) e(:t) avec £(r) —3 g

0
Remarque En introduisant le concept de fonction négligeable, on peut aussi écrire

n 2% = fy
s = 3 T2 f0a) 4 o((x - a)")

k=0

Remarque La formule de Taylor-Young est locale : elle ne donne qu'une information sur le
comportement asymptotique de f au voisinage de a. La formule de Taylor avec reste intégrale est quant
A elle globale, elle fournit une information sur le comportement de la fonction sur l'intervalle I en entier.
Il en est de méme pour I'inégalité de Taylor-Lagrange.

C— f. -
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CHAPITRE 19. DERIVATION ET INTEGRATION D'UNE FONCTION VECTORIELLE

19.4 Arcs paramétrés

19.4.1 Définition

Définition :

On appelle arc paramétré de classe C* (avec k € N* U {0} ) de E tout couple (I, f) constitué
d'un intervalle I de R et d'une fonction vectorielle f : I — E de classe C™.

On s'intéresse alors A I'ensemble de point :

= {fO/ter)

appelé support de 1'arc (1, f) (et I'on parle aussi de courbe paramétrée).
On dit aussi que la fonction f définit un paramétrage de la courbe T'.

Remarque La valeur f(t) permet de désigner un pomt de la courbe T, on dit que c’est le point de
parametre {.

Exemple Soita € Ectu # 0g
L'application ¢ = a + t.u définit'un pammétragc de la droite amne a + Vect(u).

e

Exemple Considérons E = C.
La fonction f : t € [0,27) — ¢’ définit un paramétrage de U = {z € C/|z| = 1}.

Remarque 1l est fréquent de confondre 1’arc paramétré et le support qu'il définit. C’est cependant
maladroit car un arc paramétré détermine aussi une dynamique de parcours sur ce support.

19.4.2 Paramétrage dans le plan géométrique.

En munissant le plan géométrique d"un repére orthonormé R = (01, 7), on peut identifier le plan et R?,
Un arc paramétré donné par f : I — R? détermine alors 2 une courbe du plan.
i
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19.4. ARCS PARAMETRES

Délinition :
Soit x,y : 1 —='R au moins de classe C'.
On appelle arc du plan défini par le systéme

.T=J‘(l) '
{y=y(t) avecl €]

I"arc paramétré déterminé par I'application

fetes (@(th()

Exemple Soit A(xo, yo) un point et @(a, b) un vecteur nofinul

T = zb'+ t.a
avect € R

v=yo+tb

définit un paramétrage de la droite passant par A et dirigée par .

Exemple Soit Q(a,b) un pointet £ >0 =
T =Tp+ Rcos(t)
¥ = Yo+ Rsin(t)

définit un paramétrage du cercle de centre et de rayon R,

.

19.4.3 Tangente en'un point

Soit (I, ) un arc paramétré de classe au moins C' et tg € I.
On suppose qu'au voisinage de tp, ,

f(t) = f(to) > t=t,

ce qui signifie que la courbe ne se recoupe pas infiniment sur elle-méme en ty. ..

1

avec t € [0,27]

' o 456
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CHAPITRE 19. DERIVATION ET INTEGRATION D'UNE FONCTION VECTORIELLE

Définition & .
On dit que I'arc (7, f) admet une demi-tangente A droite en [ si le vecteur unitaire

() - J(ta) ”
) = Jita)ll

admet une limitz en ¢y. On dit alors que la droite issue du point f(#) dirigée par ce vecteur et
la demi-tangente A droite en to. v |

Mutatis mutandis, on définit la demi-tangente A gauche cn .

Enfin, si les deux droites demi-tangentes sont confondues, on dit que I'arc (/, f) admet une
tangente en o qui est Cette droite commune.

Remarque Pour qu'il y ait tangente en Ly, il fauictil suffit que les vecteurs unitaires
o S() - J(k) . J(t) - J(ty)
im ————— e e N
o TAO =t o Tf0= f(tall
existent et soient égaux ou opposés

19.4.4 Tangente en un point régulier
Soit (/. f) un arc paramétré de classe au moins C et ty € 1.

Définition

On dit que le paramatre £, est régulier lorsque f*(to) ;é b,;.
On dit que I'arc est régulicr lorsque tous scs parametres le sont.

Théordme
Si {y est un paramétre régulicr alors I'arc admet unce tangente en f(£o) et celle=ci cst dingée
par /' (to).

dém. :
On peut écrire

J(t) = J(to) = (t = t5).f"(to) + (t — to) =(t) avec (1) o O

et donc pour t # g
J()=Sito) 't—te Sto]+e(t)
1S(t) = Sitadi |t = tol 1S"(to) + £(t)]]

.
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19.4. ARCS PARAMETRES

dong . T - /(to)
f(t) = f(to) _ _f'(to) J)=fto) _ _ f'ta
:"Jll III(t)—I(!z)\\ 1/ (to)ll ‘:l..u 7O =Sl 1/l
a J ois :

Remarque Si f’(tg) = Og etsi f”(to) # Og, on peut encore montrer I'existence d’une tangente en
S (o), ceue fois-ci dirigée par f”(to) car ' r

[

S(t) i f(to) = = (t — to)® f"(to) +.(t' — to)%e(t) avec £(t) o Og

Exemple Considérons un arc du plan donné par

x.=:r(t)
{y=y(t) avect el :

Si ¢ est un paramtre régulier de cet arc, la tangente en le point de pammétrc to passe par le point de
coordonnées (x(to), y(to)) et est dirigée par le vecteur de coordonnées (z'(to), ¥ '(to)). Cette tangente a
pour équation
\ T — Il,'(tu) :L"(tu)
y—y(to) y'(to)

¥ (to) (x — z(to)) — 2’ (to) (v — y{to)) =0

La droite perpendiculaire a la tangeme au point de coordonnées (x(to), y(to)) est appelée droite normale

i Iarc. Elle a pour équation .
( I—Z(to) I’(f.g) ) —
y'(to)

¥ — y(to)
z'(to) (z — z(to)) + ' (to) (y y(fo)) -0

c’est-a-dire

c’est a dire

19.4.5 Vocabulaire cinématique

Soit f : I = E au moins de classe C? définissant un arc paramétré.

Définition
En cinématique, les vecteurs 9(t) = f'(t) cLa(L) i "(t) sont appelés vecteurs vitesse ct
accélération a I'instant t.

Remarque Le vecteur vitesse dirige la tangente (lorsqu’il n'est pas nul) et le vecteur accélération
oriente la concavité de la courbe. Selon,que 1’angle géométrique entre o(t) et @(t) est aigu ou obtus, il y
a accélération ou décélération lors du parcours de la courbe. En effet

dilan i i
<) =2 @]9 =2@@|9)
!
g ons? i i 458, - o sbbandu @O0
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