Fonctions vectorielles d’une variable réelle

Dans tout ce chapitre, X désigne R ou C et E, F et G des K-espaces vectoricls de dimensions finies

I) Dérivation
I désigne un intervalle de R.

1) Dérivabilité d’une fonction d’une variable réelle ), b
Soit f: I — F une application et a € 1.

~(Définition 1.) i &

» On dit que f est dérivable en a si Iim f(x) f( ) existe
C —— — 0
r—a

Cette limite s'appelle la dérivée de f en a, on la note f'(a).

» On dit que f est dérivable sur I, si elle est dérivable en tout point de 1.
Dans ce cas, on définit "application dérivée f de f sur J par Va € J ,J (@) = hm‘f—(x—a):ﬂ; ‘

L )

f est derivable en a += Jim Mf‘z—‘@ it et

(Proposition 1 (Développement limité  l'ordre 1).)
Jest'dérivableena <= 3v e F, f(a+h) = f(a) + h.v+ o(h)
c’est & dire f admet un développement limité a I'ordre 1 en a.

,—(Remarque 2 (Interprétation) }

> Im('rpr(* ation géométrique :
Si f'(a) # 0, alors la courbe représentative de f admet une tangente au point a dirigée par f (a)

““» Tnterprétation cinématique : el BRI e sy
Si f représente une paramétrisation du mouvement d’un point mobile M, alors f(a) est la vitésse du point' M é

I'instant a.

Corollaire 1.

(
i

f est dénvab]e ena (T(Sp sur I) = f (st contmue ena (rcsp sur I) i

Exemple f : [0, +00[— R définie par f(t) = v/ est continue en 0, pasvc'léﬁvahlc en 0 X e

~(Définition 2 (Dérivabilité  gauche et A droite). } ' ' o
f(z) = f(a)
I —

» On dit que f est dérivable a gauche de a si lim existe [

r—a=

a
Cette limite s’appelle la dérivée de f a gauche de a,.on la note f,(a). o = ' e
J(z) - f(a)

» On dit que f est dérivable A droite de a si lim existe

r—at z -

a
Cette limite s’appelle 1a dérivée de f a droite de a, on la note f,;(a).

ol _ _iy13h13g
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(Proposition ﬂ

J est dérivable & gauche de a
J est dérivable en a <=> ¢ f est dérivable & droite de a

f,(a) = fy(a) :

Exemple [ :R — R définie par f(x) = |z| nest pas dérivable en 0, car f,(0) ='=1# 1 = £3(0) &

1

(Proposition 3 (Caractérisation a I'aide d'une bnse).]
Sait (ey,...,€,) une base de F.

On écrit Ve € I, f(z) = Y fu(x)ex, alors
k=1

f est dérivable en a (resp. sur I) <= Vk € [1;n], fi st dérivable en a'(resp. sur 7)

Dans ces conditions, f'(a) = Z frla)ex
. k=1

Exemple  f : R — R? définie par_f(t) =_(cos(t),sin(t)) est dérivable sur R, car.t.— cos(t).et.t — sin(t) le sont et
| £ (t) = (= sin(t), cos(t)) ® B ; [

i < v 110 b |
' |
|

Application 1 (Fonctions-a valeurs complexcs).}
Soit f: I — C, alors

|

f est dérivable en a (resp. sur I) <= Re(f) et Im(f) sont dérivables en a (resp. sur I)

Dans ces conditions, f'(a) = Re(f) (a) + ilm(f) (a)

Exemple --f : R — C-définie par-f(t) = e'*-=-cos(t)+isin(t) est dérivable sur-R;car ¢ — cos(t) et > 'sin(t)!le 'sbnt et
 VLER,f(t) =ie" ® i ngrinl 4 .

)i ' { o 1o - (H

|
|
?

,{Application 2 (Fonctions A valeurs matricielles) } 2 5

| | Soit A:I— M,,(K) définie par Vt € I, A(t) = (@i j(t))1<icn alOrs (i nen s Vet Y i2 ;
1<i<p ' |

- - A est dérivable en a (resp. sur 7) <= Y(i;7) € [17n] x [1,p] a;;j est dérivables en @ (resp. sur [)~

yuriiono

Dans ces conditions, A’ (k) = (a;'j(f-))ISISn
1<j<p

.

-] t
Exemple [ :R — M;3(R) définie par, f(t) = (::):((3 0 cz:zg))) est dérivable sur R, car ¢ v¥— cos(t) et ¢ — +sin(t) le sont

awer.so= (g TG erpe

2) DPropriétés de la dérivée ' A ! ab s £ oldgrr™h 1 .

1

On note D(I, E) 'ensemble des fonctions dérivables sur l'intervalle J a valeurs'dans E. ' " 14 4 '

4/13¢
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Proposition 4.] - e S G e e ey g 1 L P ST T

> Si f,9 € DU, F),n.lorsVa ﬂclk af+ﬂge'D(I E)
(af+B.9) =af +pg
» Sip e D(I,K), et f € D(I,E),alors ¢.f € D(I, E)

(pf) =¢ . S+o.f
» Sip e D(I,K) nes'nnnulepasctfE‘D(I.E),alorsﬁED(I,E) - i)

()= eLoed il b -
@ ¥*

D(I, E) est un K-espace vectoriel et f+— [ est linéaire

' Proposition 5 (Linéarité et dérivation) ) -
Si f € D(I,E) et L: E — F linéaire, alors Lo f € D(I,F) et |

@?”54°fh

(Proposmon 6 (Bilinéarité et dérivation) ) ) -
Si B: Ex F — G bilinéaire et f € D(I E) g € D(I, F‘), alors B(f.g) : I = G définie par B(f,g)(z) = B(f(z),g9(z))

est dérivable sur 7 et
(B(I,y)) = B(l '9)+B(f,9")

|

r{ Application 3. } j : —

Soit (E, < >) un espace euclidien et z — ||z|]| = /< 7,7 > la norme euchdienne et f, g: I — E denvables sur I, alors
I—R
> u: est dérivable sur I et Vz € I, u'(z) =< f'(z),9(z) > + < f(2),9)(=) > © 00
I-—)R ’ ’ i . ) B
> v: est dérivablesur fetVz € I, v (z) = 2 < f (2), f(2) >. — 3 ,
{m—»uf(z)m ) L RIA n L = s o0 60
. % 3 . I—)R .V “"—er‘ ) e
Si f,g: T — R dérivables sur 7, alors w : » . est dérivable sur J ou <o oo 22 gTAnit want =]
T r—
'4 =Y e ~> 3
VT e
\ J

On suppose que (E, +, X,.) est une K-algabre de dimension finie. " "'~ \ teqq piafiah TA 4o B Y _’!
Si f € D(I,E), et g € D(I, E), alors f x g € D(I, E) @ (54 + ) ain, (344 4) 4o0)

(100) =15 % g e e e iy

- 1 { r
)1 ) A \ 13

Application 4.

Si A, B : I — M, (K) sont dérivables sur I alors C.: I — M, (K) on Vt € I, C(t) = A(t) x B(t) est dérivable sur I et
viel, C(t)—A(l)xB(t)+A(t)xB(z) ;

[Proposition 7 (Dérivabilité et composit.ion).]
Si f € D(I,R), et g € D(J, E), tel que f(I) C J alors go f € D(I,E) eton a

vzel, (gof)(z)=f (z).g (f(x))

— L T i15/184fasve Teenze
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Application 5.
Soit (E,< >) un espace euclidien et x +— ||z|| = /< T,z > la narme euclidienne et f : I — E dérivables et ne s'annule

I—R ' <f (N.4(n)>
as sur I, alors & : est dérivablesur J et Vz € I, h (z) = -
£ {,_.. 1/l el

3) Dérivées successives

~(Définition 3.) ‘ N

Soit k € N, on pase [ = f
» On dit que f est k-fois dérivable sur 1 si S~ est dérivable sur

s = f(k-u)'

» On dit que f est de classe C* sur 7, si elle est k-fois dérivable sur T et f(*) est continue sur I.

» On dit que [ est de classe C™ sur I, si elle est de classe C* pour tout k € N.

¥

Exm}np_lo; Soit u,v € E, "application f : t — u + tv est de classe C* sur R et Vt € R, f(t)=vetVk>2, f® =0

Exemple € :t+ cos(t) ct S : t — sin(t) sont de classe C* sur R et Vt € R,C™M)(t) = cos(t+ k%) et S®(t) = sin(t+kE) B

( [
Doy 2o n

R —k s' ‘k <T b |
Exemple P :z— z” est de classe €™ sur R et P¥)(z) = V"*”I " l k- ; )
0 sik>p
\

|

Notations :
» On note D"(I, E) I'ensemble des fonctions n-fois dérivable sur 1. i
» On note C*(I, E) I'ensemble des fonctions de classe C" sur I.  — - ‘ RS BRI Y oAl i
» On note C>=(I, E) I'ensemble des fonctions de classe C* sur I. ‘ Biffaiea g0 o o 4} ioh

(Pmposition 8 (Caractérisation A I'aide d'une bnsc).) ' ! '
Soit (e1, ..., €4) une base de F.
On écrit Vz € 1, f(z) = 5 Ju(x)ex, alors f € D(I, E) <= Vk € [1,n], fi € D*(I, E).

k=1 4 \
Dans ce cas : ‘ [ sl ‘ \

Vienlvzel,fO%) =Y [P (@)ex !
k=1

o
on peut remplacer D™ par C" ou C,

0
0y

Exomple f : R — R? définie par f(t) = (cos(t),sin(t)) est de classc C>= sur/R, car t —» cos(t) et t — sm(t) Ie sont et
Vk € N, f®(t) = (cos (¢ + k) ,sin (¢ + £F)). B \ \ . ;

Application 6 (Fonctions a valeurs complexes) }

Soit f: I — C, alors f € D™(I,E) < Re(f) € 'D"(I E)etIm(f) € ‘D"(I E)
D:ms ce cas :

Vj € [1,n),Vz € I, f9)(z) = Re(£)¥)(z) + :Im(f)")(z)

on peut remplacer D™ par C" ou C°,

-, %% 613
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f-(Applicntion 7 (Fonctions & valeurs matricielles). | )

Soit A : I — M, ,(K) définie par Vt € I, A(t) = (a.,(l))x<,<n alors ]
SJs<p

A€ DV(I,E) <= V(i,j) € [1,n] x [1,p] aij € D"(I,E) |

Dans ce cas : o : : g
Vk € [1,n], V2 € 1, AV (1) = (a{ ()1i<n
) 1Z5<p

on peut remplacer D" par C" ou C™.

Exemple f : R — Ma(R) définie par f(t) = (Z‘l’:gg ‘cz:Eg)) est de classe C* sur, R, car £ —3 cos(t) et,t — % sin(t) le

sont et Vk € N,Vt € R, [ (1) = (‘"'05 E‘ g k%g, —sin (t + ’\%))= ft+k5) @

sin (¢ + k% cos (¢ + k3
|Propo<ntlon 9. |

» Si f,g € D"(I, E), alors Va, ﬂelK af+ﬂge'D“(I E)
Dans ce cas : ( , 1171

Vkeﬂlxn]l (Qf+ﬂ9)(k)_af(k)+ﬁg(k) ; 1 e 1 ! Tace 13 TR0
> SipeD(I,K), et f € D"(I, E), alors ¢.f € D*(I, E).

» Si p € D"(I,K) ne s’annule pas et f € D*(J, E), alors L € D*1,E)
on peut remplacer D" par C" ou C>.

(— roposition 10 (Linéarité et denvatlon)]

Si f € D™(I,E) et L : E — F linéaire, alors Lof € ’D"(I F) et Vk € [1, n] (Lof)(") = Lof(k)
on peut remplacer D" par C" ou C™.

(Proposmon 11 (Bilinéarité et dérivation) J

Si B: E x F — G bilinéaire et f € D"*(I, E) g € D*(I, F), alors B(f, g) : I — G définie par B(f,g)(z) B(f(x) g(m))
est n fois dérivable sur I et

n

(=3 (1) BU®,90)

\ k 0
on peut remplacer D™ par C" ou C™,

A Appncation 81 e et i et e e st et g -v-«‘—« b et e e e Ay e men 112011 \x L
Soit (E,< >) un espace euclidien et 2 — ||z|| = /< z,z > la norme euchchenne et f,g I — E de c]asse ct sur Ii
~ alors
I—R Nl Al
u: est declasse C" sur. J. [ 0 (Voo g o Ot | b
zr—< f(z),9(z) > : i ) ‘ h (73 i

z— [|f@)I

I R
v:{ B est de classe C" sur 1. \

: | YD / {2\
¢ \ \1 }
Corollaire 4. ‘ AR

On suppose que (E, +, X,.) est une K-algébre de dlmensmn finie.

Si f € D"(I,E), et g € D*(I,E), alors f x g€ DL, E) et (f x 9)™ =D (Z)f(k), % gin—k) — o g ey
k=0 ‘
on peut remplacer D" par C" ou €, ‘

(Propos:tnon 12 (Composmon)]

Si f € D*(I,R), et g € D"(J, E), tel que f(I) ¢ J alors go f € D*(1,E).
on peut remplacer D" par C" ou C>.

" ’ 7/13¢ - , .
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Applicntion&
Sait (E,< >) un espace euclidien et  — ||z|| = /<z,z > la norme euclidienne et f : I — E de classe C™ et ne

I R
s'annule pas sur 7, alors h : PR est de classe C™ sur 1.

x— || f ()|

IT) Intégration sur un segment

1) Intégrale-d’une fonction continue par morceaux sur un segment

Définition 4 (Continuité par morccmlx).} : ‘

Une fonction f : [a,b] — E est dite continue par morceaux sur [a,b] s'il existe o = (zx)o<k<p une subdivision de [a, ]
telle que f est continue sur |zx, Tx41[ pour tout k = 0,1,...,p — 1 et admet des limites finies A gauche et A droite de z
pour tout k = 0,1,...,p.

Exemples

Toute fonction continue sur un segment [a, b] est continue par morceaux sur [a, b].
Toute fonction en escalier sur un segment [a, d] est continue par morceaux sur [a, b].

ﬁ’roposition 13J
Sait f: [a,b] — E.

n
Pour tout ¢ € [a,b], on écrit f(t) = Z_fk(t)ck, alors

k=1

f est continue par morceux sur [a,b] <= Vk € [1,n], fx est continue par morceux sur [a, b] et

~(Définition 5 (définition de 'intégrale).} d
Soit f : [a,b] — E continue par morceaux sur [a, b]. iy 10 stisnilicd s 11 aoitieogatT )
n - - -

Pourtdutte[a.b],onécritf(t)=2fk(z)ek. 3 . X 3.5 (X500 31 Ja s d 0 v
k=1 2% AklE)

U\ gt b
On définit I'intégrale de f sur le segment [a, b] par - / Cf)dt= Z ( / 'fk(t)dt) ex € E.
a k=1 a

\ - T | | : )

~ Remarque 3.} PR P e
L'intégrale définie ci-dessus ne dépend pas de la base choisie. op A T TS He y .

\.

Exemples « 7 ' ) ,
£ :[0,7] — M3(R) définie par f(t) = (2?:@)) -;Z;ng) ) est continue sur [0, 7], car ¢ —» cos(t) et t —> £ sin(t) le sont.
La valeur de l'intégrale est : ' )

/n it /o" cos(t)dt —/R!siu(t)dt ' _ (0 _2)’ \ ~ !

LI - - o ]| o . . - - e ’ L. s—
/ sin(t)dt / cos(t)dt 270 R T
0 0 o 2usitorn )

ik ob adhte- g - w2 10

(Proposition 14 (propriétés de I’int.égra]e).]
Soit f, 9 : [@,b] — E continue par morceaux sur [a,b] et a, 8 € K.

b b b
> I.in(‘:\rit(\:/ (af(t)-l-ﬁg(t))dL:a/ j(t)dt+ﬁ/ g(t)dt.

b c b
» Relation de Chasles : Pour toutcelu,b],/ f(f.)dt=/ f(t)dt+/ f(tat. . ) 81 nioidiaogoa®l

1) . 8/13
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2) Sommes de Riemann

ﬁopmmon 15 (Sommes de RjemanJ
Soit / : [a,b] —» E continue par morceaux sur [a, b].

Alors
—= Zf( +L——) "_“m/ f(tyde

";“) = / f(t)dt

Remarque 4 (Un cas particulier important).}

n
On a aussi *=2 Z (
k=1

i n g3 Sl _
Scit f : [0,1] — E continue par morceaux sur [0,1]. Alors 2 » " f (—) — / f(t)dt.
=t n/ n—=+oo 0
,-(Application 10 (Suite Harmonique). | 1 N
Pour tout n > 1, H, = Z , alors Ha, — Hp o In(2).
k=1 k s : J
Preuve :
Pour tout n > 1, Hap — Z =
3 N ; k—n+1 : LR 1S S = R el T o :
= T B SLLE. SN ’
En faisant, un changement d’indice, on obtient Han, — Hn E P ;; % = Zf (;) ou f(t) = TFT109

Comme f est continue sur [0, 1], par les sommes de R.lemann, on obtient

1
Hy-Hy — /; (@)t = In(t + 1)]} = In(2)

Application 11 (Inégalité de Jensen contmue) 1

Soit f : [a,b] — R continue par morceaux et ¢ : R—)]P et - )
Alors -
"R % ‘__’ = ’ )
£ g Y 4 L i 2

j @roposition 16 (Composition avec une application linéair/cﬂ

Soit f: [a;b] — E continue par morceaux sur [a, b] et L/E —> F une application linéaire. —
Alors

(Proposition 17 (Inégalité triangulaire).l
Soit f : [a,b] — E continue par morceaux sur [a, b].

Alors ‘ '
b b
/ﬂ fal| < / IL£(e)]lde

- d . o TRA M
} ;

3) Intégration et dérivation
' On désigne par I un intervalle de R.
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(Définition 6 (primitive). }
Soit f : I — E une fonction continue sur I et I : ] — E. l
On dit que F est une primitive de f sur I si F est dérivable sur I et F' = .

Exemple ¢+~ In(t) est une primitive de ¢t — 1 sur 0, +oo[ ®

lProposition 18.)
Si F et G sont deux primitives de f sur I, alors F — G est constante sur 7.

‘ Théoréme 1. }

Soit f: 7 — E une fonction continue sur I ot a € I.

Alors z — F(z) = / S(t)dt est de classe C* sur I et Vz € I, F'(t) = f(t).
F est 'unique primitive de f qui s’annule en a

Toute fonction continue sur un intervalle, admet au moins une primitive.
|

,—@pplncntmn 121 — -
Soient u,v:J — T dénvab]es et fii I — F continue.

v(z)

Alors z — G(z) = / S(t)dt est dérivable sur J et Vz € I, G' %= u'(z)f(u(z)) — v'(z) f(v(z)).

z

\

,—(Théoréme 2 (Théoréme fondamental du calcul intégral)J
Soit f: I — E une fonctlon continue sur I et F une primitive de f sur 1.

Pour tout a,b € I, / f(t)dt = F(b) — F(a).

Soit f : I — E une fonction de classe C! sur 7, alors pour tout a,b € I, / f(t)dt = £(b) — f(a).

- !
f \

"{Apphcatxonliﬂ : | S 1 1 TSR S e K.

Soit g: I — E de clz;sse Clsur I ou (B, < >) est. un espace _eu.chdncn
Pour tout a,bel, / <g (f.),g(t) >dt= llg(O)I* ~ |]g(a)|]2 - ,
5 : J
r( héoréme 3 (Inégalité des accroissements ﬁms) A - —
Soit f : I — E une fonction de classe C! sur'J de déméc bornée sur I !
Alors pour tout a,b € I, ||f(b) — f(a)|| < M|b—a] ou M = sup||f (0l
L J

Toute fonction de classe C! sur un segment est lipschitzienne.

Remarque 5.

Le théoréme des accroissements finis tombe en dé f'mt si l’ospdcr' d’arrive E # F
Soit f : [0,27] — C définie par f(t) = €.

J est continue sur [0, 27 et dérivable sur |0, 27|, cependant pour tout ¢ €]0, 2x[, f(27) — £(0) = sé 2imeic = (2r—0)f (c).

/

a0 fan
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4) Formules de Taylor

,-(Théoréme 4 (Formule de Taylor avec reste intégral & 'ordre n).}

Soit f : I — E une fonction de classe C**! sur I.
Alors pour tout a,b € I tel quea <b,ona

o)=Y 8= gy 4 / b= 4t yay

k=0

Remarque 6.

par récurrence en effectuant des intégrations par parties.

La formule de Taylor avec reste intégral est une généralisation du théoréme fondamental du calcul mtégr'xl et s’obtient !

(ITroposition 19 (Inégalité de Tay]or-Lagrange).)

Soit f : I — E une fonction de classe C"** sur I et f("*1) est bornée.
Alors pour tout a,b € I tel que a < b,on a

'b alu-l-l

10)- Z"’ o ey

L

{ i i (
\ . ; - -

<M

Cod M = sup||fI )|
tel

~ Remarque 7.} ULV bl o pa. 11}

La formule de T aylor-Lagrange ton.'nbcen fiz:fagiti si P'espace d’arrivé E # R. :

~(Théoréme 5 (Formule de Taylor-Lagrange si F = R).}
Soit f: I — Reta,beltelquea<hb.

On suppose de f est n fois dérivable sur [a,b] et (n + 1) fois dérivable sur]a,b[. - fov gV tmmioeg <1 Sep aib 0() <
Alors 3c €]a, b tel que

| 1) = Z“’ 2 ""()+———~("( ‘ff). s

,—ﬁ‘héoréme 6 (Formule de Taylor-Young a l’ordre n).}

Soit f : I — E une fonction n fois dérivable sur I. '
Alors pour tout a,z € I, on a

i ! i ot anp b nd -
=3 = =0 () gy (o B 1 iy Ao ] i ]
k=0
On dit que f admet un développement limité a 'ordre n en a.
Exemple Déterminer un développent limité de f : x — (€7, cos(x)j Alordre2en 0 ®
Solution T oz 2 ping e st oy e el omrp b 1) <
On a f est de classe C™ sur R, car ses composantcs le sont, alors elle admet un développent limité en 0 é tout ordre.
En particulier P -
1 O cosinitdd |

2’

ALY ) | v el “b"l [ 1 Y58 ' -i"‘IIH."

f(z) = (1|+I+%+0(32_),1—%-—!-o(x?)) a, 1)+:c(1 0)+:r (1'—%) +| o(z’)

ou o(z?) = (o(z?),0(2?)).

L S——

11717
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I11) Arcs paramétrés

Soit 7 un intervalle de R et E un K-espace vectoriel de dimension finie.

r Déflnition 7 (Arc paramétré). | ) &

» On appelle arc pamm(-tr(» sur E, toute application v : I — E avec I un intervalle de R.
» On appelle support de I'arc 4, noté supp(y) I'ensemble {7(t), t € I}.
» v s’appelle un paramétrage de supp(v).

» On dit que 'arc 7 est plan, si dim(E) = 2,

» On dit que I'arc paramétré est de classe C*¥, k € NU {'oo}' sur I, si 7 est de classe C* sur 1.

. 7

Exemples {IR S

» Soit v : est un arc paramétré de classe C*, de support la droite affine dirigé par le vecteur (u,v)

t = (a+tu, b+ tv)
et passe par le point (a,b).

[0,27] — R?

= q rt le cercle de centre (a,b) et
¢+ (a+ Reos(t), b+ Rein(t)) mtunmgparmnéﬁédcdasscc , de support le cercle de centre (a,b) et de

)Soit'yz{

rayon R.

Remarque 8.
Un support S peut avoir plusieurs paramétrages comme le montre ’exemple suivant :
[0,27] — R? [0,37] — R2

t — (cos(t), sin(t)) o 72 : t — (cos(t),sin(t))

sont deux paramétrages du cercle unité.

~{Définition 8 (Multiplicité d'un point).} J

e So——— e S S ———— e e e P e e < et P O )

Soit 4 : I — E un arc paramétréctMo——y(to) avec toel - —-
» On dit que le point M), est simple si card{t € I, y(t) =My} =1. = = = oo i e

» On dit que le point M est double si card{t € I, ~(t)=Mo} =2. 1
» On dit que le point My est multiple si card{t € I, ~(t) = Mo} >2. -,

Soit k € N, card{t € 7, 1(t) = Mo} = k signifie que le support passe k fois par le point Mo.

Définition 9 (Point régulier, tangente en un point régulier) |

Soit 4 : I — E un arc paramétré de classe Cl et My = 5(to) avec tg € i
» On dit que le point Mp est régulier si 4 (to) # 0.
Dans ce cas, Ja droite qui passe par My et dirigé par la vecteur v (to) s’appelle la tangente & v en M.

R

v D

i { | W TR 4 " P LN I TS

L » On dit que I'arc est régulier, si tous ses points sont réguliers : V¢ € I,7'(t) # 0.

,—(Déﬁmtxon 10 (Normale & un arc plan en un point régu]xer) N T

Soit 4 : I — E un arc paramétré plan de classe C' et M, = ~(¢,) un point réguher avec to ~ I
On appelle normale & v en M la perpendiculaire de la tangente en Mp.

; J
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r-{Théorémc 7. )— \

I — R?
Soit ~ : un arc paramétré plan de classe C' et My = (0, ¥0) = 7(to) un point régulier avec tg € I
Y {‘ — (m(t)m(t) . L ’

et M(z,y) un point de R?,
» Sait (T) la tangente A v en A et , alors

MeT <= '7;(10)(1' - 1) - 11(!0)(1/ =) =0 Equation de la tangente
» Soit (N) la normale & v en Afy et , alors

MeN & 7;(l(|)(x - x0) + 7.'_,(10)(y = yo) =0 Equation de la normale
\ )

Exercice 1
Soit (&) une ellipse d'équation : -:-’; + {; =1ola,b>0.
© Déterminer un paramétrage « : [0, 27] = R? de (€).
@ Déterminer P'équation de la tangente et la normale en tout point M (zo,10) de (€).
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