Préparatoire MP2

Prof : Nedra Moalla

Fonctions Vectorielles

Exercice 1 .
Soit E un espace vectoriel muni d’un produit sclaire < .,. >. On note ||.|| la
norme associée a ce produit scalaire et on consideére une fonction f : I — E.

1. Montrer que st f est dérivable sur I, alors la fonction

g: I —R
t—[lf (O

est dérivable sur I et donner ¢'(t),V t € I.
2. Déduire que si f(t) #0, ¥Vt € I alors

h: I —R
t— (@]

est dérivable sur I et donner I'(t),V t € I.

Exercj:éilce 2 . (®)
) : R— M,(R
Soit ; Alt)

1. Montrer que l'application t — det

une fonction dérivable sur R.

2. On suppose dans cette question gue n
différentes (det(A(t))'.

Exercice 3 .
Soit n € N*. On pose O,(R) = {A € M,
matrices orthogonales.
Soil f: R— O,(R)
v f(z)

), tAA = I,} : lensemble des

une fonction dérivable.

1. Montrer que V x f
2. Montrer que

f'(x) est une matrice antisymétrique.

es aire, alors f'(x) n’ est pas inversible.

Exercice 4 .

nsion finie muni d’un produit scalaire < .,. >. On
agsocié. On considére u un endomorphisme de E vérifiant :

Ve, y € B <u(z),y >=<z,u(y) > .

v de E tel que F' # {0g}.
Montrer que Uapplication g : x —>< u(x), x > est continue sur E.

) Déduire qu’il existe xog € F' tel que ||xo|| = 1 vérifant

sup < u(z),r >=< u(zg), 0 > .

zeF||z||=1

Poury € F tel que |ly|| =1 et < zg,y >= 0, on définit les fonctions
suivantes :
v(t) = xg cos(t) + ysin(t) et p(t) =< u(y(t)),y(t) >, t € R.
2. Montrer que ¢ est C' sur R et donner l’expression de ' (t),V t € R.
3. Veérifier que ||y(t)|| =1 et que ¢'(0) = 0.
4. Déduire que < u(zo),y >= 0.
Exercice 5 .
Soit n € N*\ {1} et A € M,(R). On pose ¢(t) = det(I,, + tA)
1. Montrer que V x € R*, ¢(t) =1+ tr(A)t + P(t) avec val(P) > 2.

(On rappelle que val(P) est le plus petit exposant apparaissant dans
Uexression de P.)



2. Déduire que ¢ est dérivable en 0 et que ¢'(0) = tr(A).

Exercice 6 .
Soient (E,||.||) un e.v.n de dimension finie et f : R — E une fonction
borné et de classe C?. On suppose aussi que f" est borné.On note

My = sup{[|f ()|, z € R}, M = sup{||f"(z)||,z € R}.

1. Soit h > 0. Montrer pour tout x € R

2My n hMQ'

h 2

1/ (@) <

2. En déduire que ' est bornée et que My = sup{||f'(z)||,x € R} <

2/ Mo M,

Exercice 7 .
Partie 1.
L’objectif de cette partie est de montrer que si A,B € My(IK) tels que
AB = BA, alors exp(A+ B) = exp(A)exp(B).

Soit p € N*, on consiére ||.|| une norme sur CP.

AX
Pour tout A € M,(IK), on pose N(A) = ”—H

ixiizo 11X
1. Justifier que application N est bien définie sur VA
une norme.

2. Montrer que VA, B € M,(IK), tels que A
exp(A)B.

A

4. Montrer que la série Z ‘
n!

n>0

fi R— M,(R)

5. On pose t— f(t) = exp(tA)

6. Montrer que f est de classe C* sur R et que
vV teR.

VEkeN, fO() = Akexp
7. Pour A e M,(IK),

stifier ‘g

all que
A
X

t — ¢(t) = exp(t(A+ B))exp(—tA)exp(—tB)
er que @ est dérivable sur R et calculer ¢'(t), Vt € R..
Deduire si AB = BA, alors exp(A + B) = exp(A)exp(B).

o1t Xo € R". On considére la fonction vectorielle définie sur R, par

-1

u(t) = exp(tA)Xo, t > 0.

Montrer que la fonction w est dérivable sur R, et donner
Pexpression de u'.

Exercfi(;e ]18% R

Soit = t — f(t) = (cost,sint)

1. Montrer que l'arc paramétré (R, f) est régulier.

2. Déterminer ['équation de la tangente au point A = (f(%) ainst que

l’équation de la normale.

Exercice 9 .
Soit p > 0, (R, f) Uarc paramétré plan de support I', donné par :
f: R— R?
t—s £(t) = (t, 2pt?)



1. Justifier que l’arc est régqulier.

2. Soit M €T.
Combien eziste t-il de point N € I'\ {M} tel la normale ¢ ' en N
passe par M. Dans le cas ou il existe deux points Ny et No, montre
que la droite (N1, N3) passe part un point fize ne dépend pas de t.

Probléme.

Notations
Dans tout le probléme, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

— M, (C) désigne l'algébre des matrices carrées d’ordre n a coefficie
dans C.

GL,,(C) est le groupe des matrices inversibles de M, (C).

La matrice identité et la matrice nulle sont notées respectivement I,
et OMn(C)~

Pour tous ay, ..., a, € C, on note par diag(as, ..., ay,)
gonale D = (d;;)1<;,j<n telle que, pour tout i € {1,...,
Pour toute matrice M € M,,(C), on note respgcti

de la matrice M.
On pourra utiliser librement le

VM € M,(C),VP € GL,(C) et Yo

a) exp(P'MP) = P lexp

b) exp("M) = *(exp(M)).

¢) exp(al,) = exp(a)l,.

Partie préliminaire

Soit N € M, (C),d e N* et P =Y a;X" € C[X]. On pose

v :R— M,(C),t "N®et’y) i R — M, (C),t — exp(p(t)).

0

1. Montrer queZo gt de se C*° sur R et que, pour tout

d
teR,Q(t) =) kapt" ' N*
k=1

er, par récurrence sur d € N*, que 1 est dérivable sur R et que,
ut £ € R, ¢'(t) = ¢/ (H)v(t).
ntrer que v est deux fois dérivable sur R.

Partie I : L’image de M,,(C) par la fonction exponentielle

Dans cette partie on se propose de montrer que 'image directe de M,,(C)
par la fonction exponentielle est égale & GL, (C) ; ¢’est-a-dire exp(M,,(C)) =
GL,(C).

1. Montrer que, pour tout M € M,(C), la matrice exp(M) est inver-

sible. On vient ainsi de montrer que exp(M,,(C)) C GL,(C).
Dans la suite de cette partie on veut montrer I'inclusion réciproque.

2. Soit N € M, (C) une matrice nilpotente et A = I,, + N. On pose,
pour tout t € R,

(=D

——t"N".
k

(a) Montrer ¢ est de classe C* sur R et que,
pour tout t € R, (I, + tN)¢'(t) = N.



(b) On pose, pour t € R, 9(t) = exp(p(t)).
i. Montrer que 1 est deux fois dérivable sur R et que, pour tout
t € R,
(I, + tN)Y'(t) = No(t) et (I, + tN)Y"(t) = 0.

ii. Montrer que, pour tout ¢t € R, ¢"(t) = 0.
ili. En déduire que, pour tout t € R, ¥(t) = tN + I,,.

3. Montrer alors qu’il existe B € M,,(C) telle que exp(B) = A.

4. Soit N € M,,(C) une matrice nilpotente, A € C* et A =\, + N. En
remarquant que A = X(J,, + $N), montrer qu’il existe B € M, (C)
telle que exp(B) = A.

%@

5. Soit A € GL,(C). On rappelle qu’il existe P € GL,(C) telle que

1,...,k}, sont de la forme \;I,,; + N; avec

n; € N*, N; ) ‘est une matrice nilpotente et \; € C*.

iste B € M,,(C) telle que exp(B) = A.
3 exp(M,(C)) = GL,(C).




