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TABLE DES MATIERES

Tous les espaces vectoriels de ce chapilre, souvent notés E, sont des R-espaces vectoriels.

IV SUITES TOTALES

1 Définition et exemples

Détinition : Suite totale

On dit que la suite (e4),.crv €5t totale dans I'espace préhilbertien réel (E, (-|) lorsque Vect(en) e €5t dense dans E,
c'est-d-dire Vect(ep) pen = E.
Autrement dit, lorsque, pour tout x € I, pour tout £ >0, Il existe ay,..., @y dans R tels que

d
X= Z ey
k=0

<€

ou |- |l est la norme euclidienne associée a (+|-).

F Exemple : fondamental

On considére deux réels a et b tels que a < b.
On note w est une foncticn continue strictement positive intégrable sur [a, b]. Munissons ¢ ((a, b], R) du produit scalaire

b
(flg)=L w() f(0g(2) de NF1I4A™ BAE 3 — T A

Alors la famille (¢~ ¢")
deg(en) = n, est totale.

En effel, la ¢1é8 est ici le théoréme de Welerstrass. On commence par comparer la norme [.J associée au produit scalaire et la~
norme Ny de la convergence uniforme : notant £ = ‘¢'(la, b, R),

sen €5t totale. Plus généralement, toute famille (¢n)nex de fonctions polynémes vérifiant, pour tout n,

VfcE If1< kN

b
avec k= ‘/ f w. 'y a par théoréme de Weierstrass une suite (Pp) d'éléments de Vect((en) nen) Qui converge vers [ pour Noo. A
n
fortiori il y a convergence pour J.[l.

T ===

2 Caractérisation par les projections ofthog'bnales - e\

Propriété 5

Soit (en) neny UNeE suite d'éléments de I'espace préhilbertien réel (E,(-|-)).
Pour tout n, p, désigne la projection orthogonale sur Vect(ey, ..., ¢p).
Alors, (en)neny 5t tolale si et seulement si pour tout x € E, la suite (pa(x)) .. cOnVErge vers x.

Démonstration

Le sens réciproque est Immédiat, par définition d'une suite lotale.

Si(en) e esttotale, x€ E, £>0.

Ona yc Vect(en)pen tel que [y - x| <e.

Soit d tel que y € Vect(ep.....eq). 1

Sin>d, ye€ Vect(eg.....en) et d(x,Vect(ey,....en)) = | x - pn(0)] < x- y|| < €. ce qui permet de conclure. a
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3 Complément

"l Exercice : Egalité de Bessel-Parseval
| Sl (e,) nex €3t orthonormale dans I'espace préhilbertien réel (£, (), alors,

i b 50 g
Vrel Y (en. 1) € 10)°

n=0

| ol (¢n)pex 08t totale sl et seulement sl

| *0

, vYxeF Y (en,0)? = 1xp?

n«u

Linégalté a é16 vue (indgalitd de Resasel). L'équivalence vient de la simple remarque sulvante (voir chapitre sur la projection
orthogonale sur un sev de dmension finig) :

a "
1x=palot® = 1 = 1pa 0t = 112 = ) (egIn)?
L=0

el de la proposition précédente.

Exercice

81 () nex 08t totale, 8l I = Vect(ey) neN, alors 4 = (05)

T ——————

Il suffit de dire que, sf xe FL, alors pu(x) = 0g pour tout x. O la sulte (p,(x)) converge vers x...

-~

V' MATRICE D’UN ENDOMORPHISME DANS UNE BASE ORTHO-
NORMALE : EXPRESSION A L’AIDE DU PRODUIT SCALAIRE

i Soitue Z(E), 7 =(ey,...,e,) une base orthonormale de Ii. Les coellicients de la matrice A =Matz (1) sont donnés
|

par .
Y. pelunf®  agy= (e ule)))

 —

M

VI |SOMETRIES VECTORIELLES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

1 Définition

Définition : Isométrie vectorielle 3

Soit (£,]) un espace euclidien, [I-I la norme euclidienne associée.
On appelle isométrie vectorielle (ou automorphisme orthogonal) de [ tout endomorphisme 1 € £(F) qui
conserve la norme euclidienne, c'est-a-dire :

VxeE, lulx)l=[xl.

On note G (E) I'ensemble des isométries vectorielles de F.

S ———— - - — J

Propriété
( Soit E un espace euclidien. Les isométries vectorielles de E sont des automorphismes. Autrement dit, 0 (E) ‘.ll.'é’(Dj
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Démonstration

Si ue o(F) et x € Keru, alors Ix] = lu(x)l = 0, donc x = 0p. u est ainsl un endomorphisme de F injectif avec E de dimension
finie, donc bijectil. O

RAemarques

R1— En particulier, pour tout (x,y) € E2, d(u(x), u(y)) = d(x, y) : u conserve les distances.

n2 -~ Pour étre tout-a-fait précis, il faudrail noter @(F,| ) cet ensemble, car les isométries ne sonl pas les mémes suivant le produit
scalaire que l'on choisil.

PR T

A3 - Une symélrie orthogonale est un automorphisme orthogonal, alors qu'une projection orlhogonale non lriviale ne I'est pas (si
{ F#Eotxe FA\(0), |pr(x)| =0# Ixl (pr n'est pas injectif).) Attention donc au vocabulaire !

2 Caractérisations

pumm——  Propriété

Soient (E,| ) un espace euclidien, ||-Il la norme euclidienne associée et u € % (E).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) u estune isométrie vectorielle,

(i) u conserve le produit scalaire : ¥ x,y € E, (u(x)|u(y) = (xly),
(iii) u transforme TOUTE b.o.n. en une b.o.n. G
(iv) u transforme UNE b.o.n. en une b.o.n.

Démonstration

On a déja facilement (i) => (i) et ({1i) => (iv).
o ({) => (ii) : Si u est unc Isométrio vectorielle, alors pour tout vecteurs x ot y de E

1
(u(x)|uly)) = % (|u(x) + u(y)l]z- futx- u(y)ﬂz)
.1 A2 A2 areh
= 7 (lute+ I - Jutz-»[?)
= ::- [|x+y|2- "x-y“z) (car u conserve la norme)
= (xly)
o (ii)=> (ifi) : On suppose que u conserve le produit scalaire.
Soit (ey,...,e,) une base orthonormale de E.

Alors Vi, j € [1,n], (u(e;)luley) = (esley) = 6,5, donc (uley)...., uley)) est une famille orthonormale de E, el est conslituée
de n vecteurs (non nuls, car normés) en dimension n : c’est une base orthonormale de E.

n T 3N
e (iv) = (i) : On suppose que u transforme une b.o.n. (e1....,e5) en une b.o.n. de E. Soit x€ E, alors x = Z (ejlx)e; et
il ‘ ' =1

n
1x12= Y (es10)°. _
i=1 o AR
Lorthonormalité de la famille (u(ey). ..., u(en)) nous donne de plus

|

2
n
lux)l? = I ) (c;lx)u(e,)“ v
i=1
n
— Z (f.’(lx)z I]u(t!l')l]2 (daprés le théoréme de Pythagore)
i=1

n
=) (elx)? = 1x1°.
i=1 L7

u est donc bien une isométrie vectorielle. O '
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!l Remarques

R1- Un exercico classique consiste a montrer qu'une application qui conserve la norme et telle que u(0g) = 0 est automatiquement
linéaire (voir TD).

R2- Si u estune orthogonal, alors V.x,y € £, (u(x)ly) = (xlu"' ).

Propriété

Soient E un espace euclidien, u € 0(E) et F un sous-espace vecloriel de E.

w(F) = (.

Démonstration

Si xc u(F*), il existe y ¢ F* tel que x = u(y).
Alors, pour tout z € F, (x|u(z)) = (u(y)lu(z)) = (ylz) =0 car y € F*,
Donc u(F+) < u(F)*, et on obtient I'égalité en regardant les dimension el en utilisant la bijectivité de u :

‘)

..............................

Propriété

Soient I! un espace euclidien, u e €(E) et F un sous-espace vectoriel de E.
Si F est stable par u, alors F* I'est aussi.

Démonstration

u(F) c F donc F* c u(F)* = u(F*), or ils ont méme dimension par bijectivité de u, donc u(F+)=F+, = (]

3 Structure

| L'ensemble O(E) des isométries (automorphismes onhogonaw'() de E est un groupe pour la loi o, appelé groupe
L orthogonal de E. _

|
J

Démonstration

\"AL

Comme 0(F) c 9% (E), on va en fait monlrer que @'(E) est un sous-groupe de (4% (E), o).
« Comme on l'adéja vu, idg € O(E).
« Solt u et v doux isométries vectorielles. Montrons que ue v™! € G(E).
uov=le L(E)etsi xeE, |uov~1(x)] = v~ (x)] car u est une isométrie vectorielle.
Mais comme v est aussi une isométrie, [1x] = [v(v™" (x))] = v~ (0)].
Finalement, pour tout x € E, [uov='(x)] = Ixl, et uev="€O(f). 0

MATRICES ORTHOGONALES

1 Définition
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Définition : Matrice orthogonale

Une matrice carrée A de .#,(I') (n € IN*) est dite orthogonale si et seulement si ATA= I,,.

On nole 6(n) ou G,,(R) I'ensemble des matrices orthogonales de J(},(lR).

2 Caractérisations

Proprieté
i

Soient A€ M, (R) (ne IN*).
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) A€O(n)
(ii) A estinversible et A" = AT
(i) AAT =1,
(iv) ATeO(n)
(v) Les colonnes de A forment une famille orthonormale pour le produit scalaire usuel
(vi) Les lignes de A forment une famille orthonormale pour le produit scalaire usuel

Démonstration

o (i) = (ii) = (iii) = (iv) : Facile. '
* (i) = (v) :pour tout (i, j), (AT A), ; = C] C; = (C{IC;) donne |mmé<ﬁatementléqu~alence

o (iv) = (vi) sobtnententransposant. | ; [9n |

[
....... - - wed e - am - .- I

[! Remarque
14
It ALa matrice est orthoGONale si et seulement si ses colonnes sont orthoNORma!es.
%1 Exemple
1 VZla V33 =Vele
|
M= 0 Viis o Ve

: V22 -V313 Vil
L (C11C2) = V22V313 = V2/2V313 = 0.
} (C21C3) = =V3/3vEI6 + v3I13VE/3 - V3/3V6/6 = 0.
i (C]IC;;)'—\Q/Z\ bls+\212\/§/5 =0.

||c.|~-(v212) +(f/z) =12+12=1.

1C212 = (V3r3)? + (Vans)? +(\/5/3] =13+ 13+ 13=1.
/ 1302 = (VBre)* + (Vara)* +(\/6/s) =1/6+4/6+1/6=1. ;
i Donc M e @ (3);- S— - S DS S
L
n, Exercice
J' O(n) est compact.



3 Lien avec les isométries

—
Soit K un espace euclidien. Les propositions sulvantes sont équivalentes :
l () ueO(F)

(i) Dans TOUTE b.o.n,, la matrice de u est orthogonale
I (iii) I existe UNE b.o.n. dans laquelle la matrice de u est orthogonale

\—__———J

Démonstration

Rappelons qua sl A est la malrice de u dans une base orthonormalo @ = (ey,...,¢x), alors pour lout (1, J), ay,y = (ejlule))).
o (== (1) :Slue(F), A= (ey,...,en) base orthonormale de E, 1(‘4) est encore une base orthonormale et pour tout (1, J),

(A'],., =ay=eglule)) = (u"(q)len 5 (A")“

Done A™! = AT : A est orthogonale.
Autre justification possible : A est la matrice de passage de la b.o.n. 42 A la b.o.n, u(4).
o (i) == (1)) : dvident,
o (ii1) = (i) : S'll existo une base orthonormale & dans laquelle la matrice A de u est orthogonale, alors

Vxck luP=XTATAX = XTX = Ix)?

donc u est une isométrie. gy s
i' Remarque . PR W I
| « Si A estla matrico dans une b.o.n. do u ¢ O(£), alors la matrice de u~" dans cette méme base est A™! = AT,
u « Eure représentd par une matrice orthogonale en base orthogonale seulement ne suffit pas : dans R? muni du prgduil scalalro
i usuel et de sa base canonique (e), r-) 'endomorphisme do matrice A= ((: :)] dans la base (e},2¢2) n'est pas orthogonal
[ (il no conserve pas la norme !) bien que A soit une matnco ovlhogona!o ' -

4 Structure

Propriété ! ' :
e %)

Pour tout n€ IN*, (€7(n), x) est un groupe appelé groupe orthogonal d’ordre n. C'est méme un sous-groupe de
GLn(R).

Démonstration

On montre facilement que I,, € @(n), et si M, Nc@(n), MN~' = MNT € 0(n) car
(MNT)TMNT = (NT)TMTMNT = N(IMTMINT = NIyuNT = NNT = Ip.

On peut aussi voir 0 (n) comme l'image du groupe @(R") par le morphisme de groupe u — Matp (1) ol 94 est la base canonique

de R™ muni de sa structure euclidienne canonique. i 1 et
F Remarque
]
l; On a un iscmorphisme de groupaes, si .7 est une b.o.n. de I'espace cuclidien E do dimension n
f ‘ ,
: (O(E).e) — (On),x)
!; u —  Maty(u)
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5 Matrices de passage orthogonales et changement de base orthonormale

Soient, dans un espace euclidien I, 7 une b.o.n., %' une basede L et P = ij,f' la matrice de passage de B 4 #'.
" estune b.o.n. de E si et seulement si P est orthogonale.

Démonstration
Soit u 'endomorphisme de E représenté par la matrice P dans la base 4.
Alors u(:#) = #' : sl ' estun b.o.n., on a déja vu que P=1 = PT, elon e retrouve en remarquant que « transforme une b.o.n. en.

b.o.n. donc est orthogonal donc P est une matrice orthogonale, et réciproquement, sl P est orthogonale, u I'est et I image %’ de la
b.o.n. & par u est une b.o.n. 1§ e O

[' Remarque
Rappel : Changement de b.o.n. Si 5 et &’ sont deux b.o.n. de E euclidien, P = Fﬁl el feZ(E):

Matg (1) = PT Matg(u) P

T ———

6 Isométries positives et négatives

Propriete
| Les applications et les matrices orthogonales sont de déterminant +1. La réciproque est fausse.

SRS

Démonstration
det(ATA) =1.

2 1
Contre exemple : A:( ] : ‘ SO A s {2y g
1 0 3 et

Définition : Groupe spéclal orthogonal

On appelle groupe spéclal orthogonal d’ordre n € N*, noté %@ (n) ou G ,(R) le groupe des matrices orthogo-. ‘
nales de .#,(R) de déterminant positif (+1), dites matrices orthogonales positives. Il est parfois noté 67 (n). '

Les matrices orthogonales de déterminant négatif sont appelées matrices onhogonales négatives Les ensemble
estO~(n).

Définition : Rotations

Si E espace euclidien, on appelle groupe spécial orthogonal de E, noté ¥ 0 (E) le groupe des isométries de E de
déterminant positif (+1), appelées isométries positives ou rotatlons de E. Il est parfois noté 6* (L) On parle aussi
d'isométries directes.

Les isomélries de déterminant négatif sont appelées isométries négatives ou Indlrectes.

Démonstration : groupe

noyau du déterminant. 0
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I Remarque
3
fi 2 1 '
ft Attention, il ne sulfit pas d'étre de déterminant 1. A= ( ) n'est pas une matrice de rotation,
i 1 0
L
Propriété
» e j
Soit E euclidien orienté, u c % (E). Sont équivalentes : ,

(i) u isoméltrie directe (rotation) de E.

(if) u transforme toute bond en bond.
(iii) u transforme une bond en bond.

pémonstration

(f) = (i) : u transtorme une bond @ en bon car orthogonal. Puis detg (1(38)) > 0.
(1il) = (i) : u orthogonale et det u = detg (u(3)) > 0. O

Propriété

Ll Toute réflexion d'un espace euclidien orienté est une isométrie indirecte.

 S——

Propriété : Description de @ (2) it ok gy
l 0(2) = FOR)LO~(2) avec ; e i !
l cosf -—sinf cos@ sin@ | o I
SOR)={ Rp= ,0eR et 07(2)=<XSy= ,0eR
l sinf cos0 sinf@ =—cos0 |
J
}' Remarque

i Expression complexe, en passant par la base canonique (1,i) | rp(2) = ¢?z et s5(2) = ez,

Proprieté
Pr— ! -

Le groupe (0 (2), x) est commutatif. '

} | Remarque

C'est faux en dimension quelconque.
£

A |

Il ENDOMORPHISMES SYMETRIQUES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

1 Définition

Définition
Soit (£, (.].)) un espace euclidien. On dit que u € £ (E) est symétrique lorsque

Vix,yeE2  (u)ly) = (xlu(y)
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Lensemble des endomorphismes symétriques est un sous-espace vectoriel de £'(L), noté .# (E).

Exercice
S (E) a une structure de R-espace vectoriel

==y

- Remarque

" Ne pas confondre endomorphisme symétrique et symétrie |

2 Caractérisation matricielle en base orthonormale

—

l Soit B une base orthonormale de I'espace euclidien E, u€ £(E).

| u est symétrique si et seulement si Matz (u) est symétrique.

Démonstration

Si A=Matg(u), pour tout (i, ). a;,j = (ejlule))).

[ Remarque

i

i Si u € Z(E). on peut mentrer qu'il existe un unique endomerphisme v tel gue pour tout x. y, (ufx)ly) = (xiv(y)). 20pelé adjoint de
(9]

i u

:i On démontre alors comme ci-dessus, que la matrice de 1 en base crthonormale est la transposée de celle de u : c'est

;‘ INnterprétation géométrique de la transpesition de matnces.
f Ainsi, pour un endomorphisme symétrique, ¥ = i et pour un endomerphisme orthogonal (isométrie), 1 = ul.
i

3 Cas des projections

Soit p un projecteur (pop = p).
Alors p est un projecteur orthogonal (i.e. Ker p L Im p) si et seulement s'll est symétnque.

—

Remarque
L P la matrice de p on base orthonormale. Alors p projection orthogonale si et seulement si P2 = P ot P e (.

Démonstration
Si p est orthogonal, x,y € E, alers (p(x)ly) = (p(x)lp(y) + ((plx)ly = p(y) = (p(x) p(y) = (p(y)1x) = (x| ply)) par symétrie des

rélesce xety.
Si p est un projecteur symétrique, x € Kerp et y = p(x’) € Imp, (x]y) = xIp(x')) = (plx)}Y)) = (0]x’) = 0 donc p projecteur

orthogonal. O

4 Sous-espaces stables
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Il Siuc ¥ (E) et F stable par u, alors F* I'est. v |

Démonstration

SixeF*etyeF, (u(x)y) = (xlu(y)) = 0 donc u(x) € FL, a

5 Réduction des endomorphismes et des matrlces symetrlques théoréme
spectral

E désigne un espace euclidien. Trols énoncés équivalents du théoréme spectral :

Théoreme : spectral

Siue ¥ (L), alors E = ,thcbp Ey(u) ot les Ey(u) = Ker(u— Aidg) sonl les sous-espaces propres de u.. lagansy J
owpu

S

= Théoréme T spectral—

| Tout endomorphisme symétrique est diagonalisable en base orthonormale : si u € & (L), il existe une base orthonor- ]
male de E formée de vecteurs propres de u. seuritan ti poisid e |

e iz
S

oit A€ Fn(R). Il existe P € 6/(n) et D€ 2, (R) telles que : |

e

A=PDPT=pDPL.

~
-

Remarque

b s vam §

P est la matrice de passage de la base canonique de R” a une base orthonormale de vecteurs propres de endomorphisme
canoniquement associé a A.

- ————
=0Tz

Démonstration

Remarquons déja que le fait ques des sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes soient orthogonaux va étre
une conséquence de l'orthodiagonalisatibilité, mais peut se voir aussi directement : si A, p ESp uavec A# u, xcEy(u) et y € Ey(u).. .
Alors A(x|y) = (Ax]y) = (u(x)|y) = (x]u(y)) = (xlpy) puix|y) et comme A ;é u, (\'ly) : : 2

Passons maintenant aux choses sérieuses.

jJ"

L Soituc S (). AlorsSpu # 2.

e

Démonstration

On sait que u admet une valeur propre oomplexe /1 Soit A une base orthonormale de £ et A c ./’,,(R) la matrice de u
dans celle base. iemips :
On adonc X €.4,,1(C)\ {0 tel que AX = AX.

n
On remarque astucleusement que XTX = ) |Jq|2 >0.
i=1

On calcule ensuite AXTX =(AX)TX = AXTX = XTATX = XTAX=XTAX=AXTXetdoncA=Aec R, "4 0= tpjrinse

El on démontre le théoréme en raisonnant par récurrence sur la dimension de E.
Si £ est de dimension 1, il n'y a rien a faire.
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Soit n > 1. Supposons que tout endomorphisme symétrique d'un espace de dimension n solt orthodiagonalisable. Soit E un
espace de dimension n+ 1 et uc ¥ (E). -

On sait que 1 admet une valeur propre et donc un vecteur propre x € £\ (0;). Soit D = Vectx,

Alors D est stable par u et donc D* I'est aussi d'aprés une propriété vu précédemment.

Soit v l'endomorphisme induit par u sur D, espace euclidien de dimension n. La symétrie de u se transmet & v par restriction,
donc v est orthodiagonalisable par hypothése de récurrence. Soit (e),...,e,) une base orthonormale de vecteurs propres de v. Ce
sont aussi des vecteurs propres de .

Enfin, (q.....en. I'h“) est une base adaptée a la décomposition £ = D @ D, orthonormale, formée de vecteurs propres de u,
ce qui établit la récurrence. 0

Remarque

, 0 1 , :
C'est laux pour une matrice complexe : A = ( ) symélrique complexe non diagonalisable.
2

C'est vrai dans C pour des matrices telles que AT = A mais c'est hors-programme.

Exercice

1 -1 1
Soit A=]|-1 1 =1|.Justilier que A est diagonalisable et I'orthodiagonaliser.
1 -1

REDUCTION DES ISOMETRIES VECTORIELLES ET DES MA-
TRICES ORTHOGONALES

Propriéte

Si u est une isométrie de E et I stable par u, alors F* 'est.

i)

Si u est une isométrie de E, alors u posséde une droite ou un plan stable.

BagE

)

Démonstration

Soit u admet une valeur propre réelle et par définition elle admet une droite stable.

Solt Spu = 0, le polyndme minimal u, de u n'a pas de racine réel, donc posséde un facteur irréductible de degré 2
Po=X2+aX+Db:py=(X%+aX+D)Qavec Q(u) # 04(p-Onadonc x€ Etel que y = Q(u)(x) #0p.

On a alors Py(u)(y) = Polu) o Q) (x) = pry (1) (x) = Op:. 2

On monlre que F = Vect(y, u(y)) est un plan stable par u.

C'est un plan car y # O el n'esl pas vecteur propre de 1. . -

Puis 12 (y) = Po(u)(y) - au(y) = by = —au(y) - bye F. ; 0

— G

Si u est une isométrie de E, alors Spp (u) < {-1,1}. : ]
L

" Remarque

Linclusion peut étre stricte.

|
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Siona x#0p tel que u(x) = Ax, alors fu(x)] = 1x} = |A|§x]l donc || = 1. 0

_Théoreme : Héduction des isomeélries
Soit E un espaco euclidien, u € 0 (E). Il existe une base orthonormale £ de E, des entiers naturels m, p, ¢, des réols
0y,....0, tels que

el

( Ry, i

Matg (1) = Ry,

ou, pour tout réel 0,

cosl)  =sin0

Ry =
L sinf  cos@

I Remarques

{
! '

|
: n1 - Avec ces notations, 1 est une rotation si et seulement si p est pair.
!

} n2~- Enromarquant que Ry = =12, on voit qu'on peut supposer p € (0,1).

i

RN  Theoréme : Version matriclelle %

Soit M une matrice orthogonale (M € 6 (n)). Alors Il existe une matrice P € G(n) et une matrice Q de la forme
ci-dassus telles que M = PQP~' = pQpT,

Démonstration

Par récurrence sur la dimension de E. [10i! . : -
Initialisation : SidimE = 1, alors dans toute base orthonormale, u est représentée par une matrice de la forme (1) qui est bien de
la forme voulue. = ' :
Hérddité : Solt n e IN tel que le théoréme soit vral pour des espaces euclidiens de dimension au plus n, et soit E un espace euclidien
do dimension au plus n+ 1,

Solt u posséde une drolite stable, on po§o ¢) vecteur propre unilalré assoéié a une valeur propre, nécessairement £1,
D = Vectey, et D* est encore stable par u.

Alors E = D* @ D et dans une base adaptée (que I'on peut choisir orthonormale), la matrice de u est de la forme
0

Matg(u) = -
0
0 ... 0 %1

ol A ost la matrico dans une base orthonormalo de D* de I'endomorphisme i induit par 1 sur D* qui est encore une
Isométrie car conserve toujours la norme. ;
On peut donc appliquer I'nypothése de récurrence el choisir la base en question de telle maniére que A esl la forme
vouluo.

Reste alors & éventuellement échanger deux vecteurs dans la base (si la valeur propre est —1) pour obtenir une matrice
de u de la forme voulue.

Solt u ne posséde pas de droite stable, donc pas de valeur propre réelle, mals alors il pesséde un plan stable P d'aprés le
lemme préliminaire. . i
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Dans uno base orthonormale adaptée 4 la décomposition P @ P = E, la matrice de u est de la forme

R 0
Matg(u) =
0 A

ou, comme dans le cas précédent, R el A sont de la forme voulue. Mais comme R est orthoganala en dimension 2, elle
est nécessalrement de la forme Ry ou Sp. Seule la premidre n'admet aucune valeur propre réelle ce qui permet de
conclure, 0

X CAS DES DIMENSIONS 2 ET 3

1 Isométries en dimension 2 e { o ; 1519 ofelnit

On a déja vu que les matrices de @(2) sont exactement les matrices Iy € 0(2) et Sp € G~ (2) pour O € R.
Nous allons décrire géométriquement les transformations correspondantes.

Proprlélé
Sou E euclidien orienté de dimension 2. r € 0 (E).

Il existe 0 € R tel que dans toute base orthonormale direcle, la matnce der soit Rp = (

6050 —sin())

sinf  cos0

Onditquer estla mtallon vectorielle d'angle de mesure 6.

Démonstration

Si Ry et Ity sont des matrices de r en base orthonormale, alors on a P ¢ #0(2) tel que Ro PRyP™'. Comme S0 (2) est
commutatif, Ry = Ry. 0

Propriété

Soit X, y deux vecteurs non nuls de E. Il existe une unique rotation vectorielle transformant —- et ﬁ .

[ X

Démonstration

Il suffit de passer par les complexes dans une bond.

On appelle angle orienté des vecteurs X et y non nuls de E euclidien orienté de dimension 2, I'angle de cette rotation,

Définition : Angle orienté

noté (x, y) ¥). Cela revient a se donner un nombre réel modulo 2.

Propriété

Soient X. V. Z des vecteurs non nuls de E euclidien orienté de dimension 2.

(i) (217) = 131 [ 7] cosZ, 7). - (i) [% 7] = 1% [ 7] sin(E ).

L
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| Les Isomélries directes conservent les angles orlentés tandis que les isométries Indirectes les changent en leur

L 0pposé. J

Démonstration

Avoc le prodult scalalre et le produit mixte.

— Propriété : Isomélries du plan *

Soit E euclidien orienté de dimension 2.
* Les isométries directes sont les rotations vectorlelles d'angle de mesure 0 € R, de matrice dans tout base

orthonormale directe

— [cosh =sinf)
Rn 1 (.-.!nU cost)

et d'écriture complexe dans une ftelle base z' = ¢V z,
« Lesisométries indirectes sont les réllexions. Dans une base orthonormale directe, la matrice d'une telle application
est :

— (cosf) sind
SU" sin@) =cos0/*

o 0 dépend de la base, son écriture complexe est ' = ¢'’Z et son axe est dirigé par le vec teur d'affixe " dans
celle base.

Démonstration

z' = ¢!z s'interprdte comme une rotation vectorielle.
¢ z'=¢"3 est une Involution donc une symétrie vectorielle. | -~ |t Tii T e Lo ITHL

- 9,
uzab e IeRESTERRYE 2 o o i S o e i e e

. - gyt —

el - - - ‘o e -
2=z c"w"' ciRe=z€ Rcl(m"m = (Rcw“)l

- =

Donc il s'agitde la symélrle orlhoqonale par rapport a la droite (donc réflexion) dirigée par (cos0/2,sin0/2).

...................................................

fg Méthode : Etudier une Isométrie en dimension 2...
...donnée par sa matrice en base orthonormale direcle. C'est une matrice orthogonale (les colonnes sont orlhoNORMées)

EIIo ost nécessairement de la forme Rp ou Sp.
« Soit elle est de la forme Ry, c’est une rotation et on a directement I'angle de la rotation.
« Soit elle est de la forme Sy et on sait que c'est une réfiexion. Le plus simple est de retrouver son axe en calculant les vecteurs

Invariants.

2 Isomeétries en dimension 3

Propriété : Description des Isométries en dimension 3 ; . :
P | Propriété ; Descriptlon des [somfrles en dimension 3 ] :

Siue O(E) ou E est un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, il existe une base orthonormale de E
cosf -sinf 0

0 0 +1

(1) Soitu=reXO(L) (rotation) et r # idg, et alors dimKer(r—id) = 1 et D = Ker(r -id) est appele axe de la rotation.
On fixe a unitaire dirigeant D et (e, e;) une base orthonormale de P = D*. (ey,¢;) est dite directe lorsque (ey, €2, a)
l'est. On dit que D est dirigée et orientée par a.

On a0 € R tel que dans toute base orthonormale directe (e, e..a) adaptée 4 la décomposition E = D* @ D, la

’ dans laquelle la matrice de u est de la forme | sin@ cos0 0
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T Qs 4 =

cosf) -sin0 0
matriceder est|sin@ cos@ 0f.

0 0 1
On dit que 0 est une mesure de I'angle de la rotation r (modulo 2n).

cos -=sinf@ 0

(ii) (Hors-Programme) Soit u€ O~ (E) et u # —idg, de matrice en base orthonormale de la forme | sin@  cos@ ' 0
G Al
cosf -sin@ 0 1 0%:0 )

composée commulative d'une rolation de matrice | sin@ cos@ 0| et dune réflexion de ma{rice 01 0
0 0.1 00 -1 J

par rapport a un plan orthogonal a I'axe de la rotation (on parle d'anti-rotation).

=

F Remarque : :
Et finalement, les isomélries sont id g, les rotations, les anti-rotations dont les réflexions font partie, et —idg (symétrie centrale).

!
!

Démonstration

On utilise le théoréme de réduction des isométries.
Comme on est en dimension impaire, il y a nécessairement une valeur propre réelle, donc nécessairement 1.

fcoso -sinf 0

On a alors nécessairement une base orthonormale dans laquelle la matrice est
; W 0 2l

pouvant étre éventuellement =13).
cos@ “=sinf " 0)

Si u = r rotation, son déterminant vaut 1 et la matrice devient | sin . cos@ .0/, et 1 estvaleur propre d'ordre 1 ou 3 (car

0 o 1)
x1r € RIX)).
cosf ~—sinf o
Sir #idg, Ker(r —idg) est donc bien de dimension 1, et est la matrice dans n'importe quelle base orthonormale.
sin0  cos0 : U 1=
directe de la rotation induite par r sur P= D+ (c'est toujours une isométrie, elle est de déterminant 1).
O

Do la bonne délinition de I'angle de la rotation.

sin@ cos@ 0 | (le bloc haut-gat]che o

Propriete

Soit r est une rotation de E espace euclidien orienté de dimension 3 distincte de idE,.
« Son axe est I'ensemble de ses vecteurs invariants.

« Si0 estune mesure de son angle, alors trr =2cos0 + 1.
« Le signe de sin0 est celui du produit mixte [x,r(x),a) oU a est un vecteur directeur orientant I'axe (non nécessai-

rement unitaire) et x un vecleur n'appartenant pas a l'axe (en général pris dans la base canonique).

Démonstration

Les deux premiers points sont faciles.
Pour le troisidme, dans une base orthonormale directe (ey,ez,al lal),
x] cos(@)xy—-sin(@)x2 0
|x,r(x).al=|x2 sin(@)x;+cos(@)x2 0 |=lal (l21 + -‘%] sin(@) O

x3 X3 lal
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ﬁ Méthode : Etude d'lsométries en dimenslon 3
« Reconnaitre une matrice orthogonale en étudiant I'orthonormalité de ses colonnes ou de ses lignes.

H

1

|

« Pour savolr si c'est une matrice orthogonale
déterminant : les colonnes étant orthonormées

positive ou négalive, une astuce simple permeltant d'éviter le recours au

, on a nécessairement C) A Cz = £Cy o0 £ est e signe de lisométrie. Il suffit

alors de calculer une composante de ce produit vectoriel pour conclure.
« Sielle est positive, c'est une rotation (sans doute différente de lidentité). On détermine I'axe en cherchant les vecteurs

invariant, et on l'oriente A Faide d'un vecteur directeur, puis on cherche langle en utilisant la propriété précédente.

Sl elle est négative, c'est ~id, ou une réflexion, sinon c'est hors-programme. Dans le deuxiéme cas, cela se voll matriciel-

lement en base orthonermale avec une malrico orthogonalo symétriquo (voir TD). |l suffit alors do calculer ses vecteurs

invariants pour la caractériser,

« Ne pas oubler qu'on ne travaille pas toujours dans R* : aprés une étude matricielle, revenir a l'espace initial.

Exercico

Déterminer la matrice dans la base canonique de R munit de sa structure euclidienne canonlique et de son orientation
habituelle de la rolation d’axe ): x = y = z et d'angle de mesure () = %" ‘ ;

a=(1,1,1) dirige 'axo de la rotation,
Son orthogonal est P: x+ y+ z =0 dirigé par b= (
D'o une base orthonormale adaptée de IR? : (-3-

Dans cette base, la matrice de la rotation est M =

La matrice recherchée cst alors PAfPT ol P =

(et e ).

La matrice recherchée estalors [0 0 1.

010

1 00

n Exercice

1,0,-1) et c=(1,-2,1), ils sont orthogonaux.

| 1
zb.wcowa).

(—12 =V32 0
Vi =12 ol.

| 0 Dcgwl
(wvz w3 . "
0 =2/ 1y3| est la matrice de passage de la base can'oniquc a

Etudler I'endomorphisme éanonlquement assoclé a

r 2 |

1
M===|- Al
5 4 8 =1}

4 1 -8

Les colonnes sont orthonormés C; A C; = +C3 avec la premiére coordonnée : c'est une matrice de rotation.

1
On calcule les vecteurs invariants, on trouve ( _0‘ )
Puis trM = =7/9=2cos0 + 1 donc cos0 = -8/9.
1 =7 1

Etle signe de sinf estceluide [0 4  0|<0.

0 -4 -1
Donc rotation d'angle — Arccos(-8/9).

donc a = (1,0,-4) dirige et oriente I'axe de la rotation.
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