Espaces préhilbertiens réeels

Tous les espaces vectloriels de ce chapitre, souvent notés E, sont des R-espaces vectoriels.

PRODUIT SCALAIRE ET NORME EUCLIDIENNE

1 Définition d’un produit scalaire

f *_ Définition : Produit scalaire "~ )
|
Soit E un R-espace vectoriel. ‘
On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire symétrique définie-positive.
C'est-a-dire toute application (-|-): E x E— R telle que
Linéarité a gauche :
Pour tout y € E, I'application x— (x|y) est linéaire :
Y(x;,x2, Y€ B, VAER, (x1+Axzly) = (x11y) + A(x2|y).
(i) Bilinarité : 1,X2,)) 1 21y) = (x11y) 2|y
‘ Linéarité a droite :
! Pour tout x € E, |'application y — (x]y) est linéaire : ;
| Y(x,y1,2) €E®, VAER, (xly1+Ay2) = (xlyy) + Alx]y2). :
(i) Symétrie : V(x,y) € E2, (x|y) = (ylx).
Positivité :
VxeE, (x]x)>0;
(iii) Définle-positivité : 1%
Caractére défini :
VxeE, (x|lx)=0=>x=0.
J
;7 Remarques
: 1 R1— Dans la pratique on commence par montrer la symétrie, et alors la linéarité a droite découle de la linéarité & gauche et vice
‘ ' versa : il suffit de ne montrer que I'une ou l'autre,
| R2- Ladéfinie-positivité se résume par ¥ x # 0, (x|x)>0
{ “Y Définition : Espace préhilbertien réel, espaco‘éuéllal;;mf‘

—————

1 Si E est un R-espace vectoriel, et si (-|-) un produit scalaire sur E, on dit que (E, (-|-)) est un espace préhilbertien

réel.
Si E est un R-espace vectoriel de dimension finie, et si (+|-) un produit scalaire sur E, on dit que (E, (-|)) est un

espace euclidien.

Remarques
l
| R1— Un espace euclidien est donc un espace préhilbertien réel de dimension finie.

|
R2~ On note en général (x|y) ou (x]y) ou (x,y) ou x-y...

R3 - Ne pas oublier de commencer par vérifier que le produit scalaire est bien défini (pas au sens défini-positif ) lorsque cela n'est
pas évident.

ESPACES PREHILBERTIENS REELS - page 1

:  Scanned with !
i & CamScanner’;


https://v3.camscanner.com/user/download

Exemple
(PIQ) = fwe"P(l)O(l)dl sur R[X], en conlondant polynédme et fonction polynomiale associée.
0

g

2 Exemples

0 SurR" o e . _ iy

- .-

[ ®  Définition - Propriété : Produit scalaire canonique sur RR"

Pour des vecteurs x et y de ", avec x = (xy,...,Xy) €1 y = (¥),..., ¥n), ON délinit
n
(xly) = ¥ x1ye
i=1

(-]*) fait de R" un espace euclidien : c'est le prodult scalaire canonlque sur R".

Il Remarques

! ! R1— Important : Si X et Y désignent les malrices colonnes des composantes de x et de y dans la base canonique, on remarque
3 que (x]y)=XT x Y. ‘ :

i l R2- Dans R?, (x|y) = x1y1 + X2)2, dans RY, (xly) = x1y1 + x2)2 + x3)3.

Démonstration

(i) (-])) est symélrique par commutalivité du produit sur RR.
(i) Linéarité a gauche:¥ x,X',ye R", VA€R,
n

(x+AxIy) = 3 (x+ A )iy
i

L}
™M=

(xi +Ax)y;

-
=
—

1]

n
xiyi+AY xiy;
i i1

n
—~ o~

xly) + A(x")y).
La linéarité a droite en découle par symétrie.
(i) Définie-positivité
\ n
« YXeR", (x|lx)= sz =0
i=1

n 1 )
. (xlx)=0=’,z,x‘,1=oc=vi. xi=0=x=0pRn aaltalia
=]

' Remarque

On peut toujours fabriquer sur le modéle de R" un produit scalaire « canonique » sur E de dimension finie rendant une base
canonique (s'll y en a une) orthonormale. Et méme, plus généralement, un produit scalaire rendant une base donnée orthonormale.
Par exemple, sur R[X], (P|Q) =
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Détinition - Propriété : Prodult scalaire canonique sur .4, (%)

Pour des vecteurs A et B de .4, (R), on délinit

(A|B) = tr(AT x B).

(+]") fait de . #,(R) un espace euclidien : c'est le produit scalaire canonique sur ./, (R).

I Remarque
13

;' Il s'agit en fait de I'écriture matricielle du produit scalaire canonique sur R™.
|
Démonstration

n

n n
w(ATxB)= Y (ATxB) ;=3 Y aj jbij= b aj,jbi,j-
i=1 i=1J=1 tpefrap

° Sur €é(la,b],R)

o= “" Définition - Propriété

Pour des fonctions f et g de ¢ (la, b],R) ol a < b, on définit

(flg)=f:f8

(-]-) fait de € (la. b),R) un espace préhilbertien réel : c'est le produit scalaire canonique sur ¢ ([a, b],R)

[ Remarque

| Attention, avec des fonctions continues par morceaux seulement, on a presque un produit scalaire : c'est une forme bilinéaires

b symétrique positive, il manque seulement (f]g)=0= f=0.

Démonstration 1 w2 , 7

(i) (-|-) est symétrique par commutativité du produit sur R.
(i) Linéarité & gauche:V f,f.g €€ (la,bl,R), YAcR,

> b P
(f+Aflg)=L(f+Af)g
b s
=j;(fg+1fs)
b b _
=j fg+,lf S & (par linéarité de lntégrale)
a a
= (f1g) + A(f1g)-

La linéarité a droite en découle par symétrie.
(iii) Définie-positivité
b
e Yfe?(la,bLR), (fI)) =f jz(x)dx> 0 (par positvité de llntégrale et comme a < b)
a
b "
. (1n=0 ¢=L F(0dx=0

| = [2 = 0 (zar f2 ost une loncton continue et positive)

= [=0 a
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' Exemple ASEEEe Classique

Plus généralement, si I est un intervalle et L.2(J) est I'ensemble des fonclions continues sur J telles que f 2 gst intégrable, de

I'inégalilé classique
Ll 3
Irel< 5 (r*+8 )
on obtient la bonne définition de

“(ne)=[ 1z

ot on vérifio facilement que L2(1) est un R-espace vectoriel, et que (-|-) est un produit scalalre sur L2(1).

On définit de la méme maniére un produit scalalre sur I'espace ¢2(IR) des suites réelles do carré sommable, c'est-a- dire des

suites 1, ve RN telle que Y 12 et J_ v, convergente.

+00
Alors Y~ up vy ost absolument convergonte et on pose (ulv) = 3 up vy,
n=0

3 Norme euclidienne

0 Définition

Définition : Norme euclidienne

Soit (E.|) un espace préhilbertien réel.
Pour tout vecteur x de E, on pose [ x| = v/(x]x).
L'application |I-|| est appelée norme euclidienne sur E associée au produit scalaire (-[-).

' Remarque
La positivité du produit scalaire rend cette définition licite.

! Exemples

n
E1- Sur R"” munide son produit scalaire canonique, || x|l = \, ¥ xf En particulier, sur R, x|l = |x].
i=1
E2- Sur.#,(R) muni de son produit scalaire canonique, | Al = Vtr(AT x A).
e ‘
f f2(nde.
a

| '
'

£3—- Sur €((a,b),R) muni de son produit scalaire canonique, | f|| =

\

0 Identités remarquables et polarisation

Propriété : Identités remarquables

Soit EE un espace préhilbertien réel et |l.| la norme associée au produit scalaire.
Pour tous vecteurs x et y de E,

(i) | x+y|* = 12 +2(xly) + | || (i) || x=y|? = 112 = 2(xly) + |y

(i) | x+ y||2 +||x- y[]2 =2 [llxuz +| y[]z] (Identité du parallélogramme)

ESPACES PREHILBERTIENS REELS - Raqe 4

: Scanned with !
i & CamScanner’;


https://v3.camscanner.com/user/download

N Propriété : Identités de polarisation

Soit (E,| ) un espace préhilbertien réel et |I.|| la norme associée au prodult scalalre.
Pour tous vecteurs x et y de I,

1 2 2 } 1 2 p 2
() iy =5 (lx+yl* = |- 5P) ) iy = 5 (s yI = 1x8? = 1))

0 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme : Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit (L,|) un espace préhilbertien réel. Alors

Va,yel, (xyP <ialy) lo VxyeE, |ty <ixn]yl.

avec égalité sl et seulement si x et y sont lids (i.e. y=00ou3reR, x=21y)

Jemarque
Linégalité est encore valable pour une forme bilinéalre symétrique seu|emgnt positive, mais le cas d'égalité n'est plus valable,
C'est le cas par exemple do la covariance.

onstration =

Soit A un nombro réel. On pose P(A) = (x+Aylx+Ay) :on aque P(1) >0 par positivité.
Or ;
P(A) = (x1x) + A(x]y) + A(y1x) + A% (y1y)
= (x12) + 2A(x]y) + A% (1)

C'ost un polyndme de degré au plus 2 & coefficients réels. ‘ al s
Cas 1 : Sl (yly) = 0, alors on doit avoir, pour tout A € R, (x]x) +2A(x]y) > 0, ce qui n'est possxblo que si (x]y) = 0 et l'inégalité est
vrale.
Cas 2: Sinon, le polyndme en A est do degré 2 de signe constant donc son discriminant réduit est négatif -

A = (x])% = (xIx) (1) €0

ot on obtient l'inégalité recherchée. \

Cas d'égalité :
Siy=0, ily a égalité.
Sy #0, il y a égalité si et seulement si P(A) admot une racine (double) si et seulement si 3/1 c R, (x +Aylx+ A y) 0, ce qui

équlnulna,lc R, x+Ay= 09ldoncxetysontrés 0

R L R I U D IR IS I P S

xemple "
n 2 v (bt (2 by \ph
Sur R™, an':) ) x5 ; ‘ Sur €(la,b],R), U fg) éf ff g
k=1 = E ot . o 01, kg A
xerclce : CCINP 76 '

Solt E un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire noté (|).
On pose Vxc £, |Ix|| = V{x[x).
1. (a) Enoncer et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
(b) Dans quel cas a-t-on égalité ? Le démontrer,

2. Solt E={fc‘¢(la.b),R),VYxcla,D] f(x)>0}.
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b b
Prouver que I'ensemble { f [(o)de x f lel)'d' ,f€ E} admet une borne Inférieure m et déterminer la valeur de m.
a a

1. (a) Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalalre noté (|).
Onpose V x € E, ||x]| = V{xTx).
Inégalité de Cauchy-Schwarz : ¥(x, y) € E2, |(xIy) 1 < NxIlIIyIl
Preuve @
Soit (x,y) € E%, Posons YA €R, P(A) = lx+Ay||2.

On remarque que VA €R, P(A) 2 0.
De plus, P(A) = (x+Aylx+Ay).
Donc, par bilinéarité et symétrie de (1), P(A) = [Iy||2A% +2A (xty) + || xlI%.
On remarque que P(A) est un trindme en A si et seulement si [|y[|* # 0.
Premlercas :si y=0
Alors I(xl y)l =0 el ||x|||lyl] = 0 donc linégalilé de Cauchy-Schwarz esl vériliée,
Deuxiémecas:y#0
Alors |yl = \/(yly) # 0 car y £ 0 et (|) est une forme bilinéaire symétrique définle positive.
Donc, P est un trindme du second degré en A qui est positif ou nul.
On en déduit tquo le discriminant tédun A est négatit ou nul.
Or & = (x1y)* = I1xIlIy112 donc (xly)* < IlxliZNyl.
Etdonc, | (xly)1 < |11yl
(b) On reprend les notations de 1. .
Prouvons que Y(x, y) € E2, | (xly) ] = lIxIl|lyll <> x et y sont colinéaires.
Supposons que | (x1y)] = Ixll1yll.

Premiercas : sl y=0

Alors x et y sont colindaires.

Deuxidme cas :si y #0

Alors lo discriminant de P est nul et donc P admet une racine double A¢.
C'est-a-dire P(Ap) =0 et comme (|) est définie positive, alors x+ Agy = 0.
Donc x et y sont colinéaires.

Supposons que x et y soient colinéaires.

Alors 3aeRtelque x=ayou y = ax. !
Supposons par exemple que x = ay (raisonnement similaire pour l'autre cas).

[(x1y)1=lal. l()'ly)l-lalllyll2 et Iltllll)’ll- VR IYI = a2 (yinliyll = lalliyl2.
Donc, on a bien I'égalilé. i

2. On considére le produit scalaire classique sur ¢ ([a, b],R) défini par :
VU, 8) €6 (la,bL.R), (flg) = f finginar.
a

b b

On pose A= {f f(r)drxf ;dr. fe L}
a a f(0)

AcR

A# o car (b= a)? € A ( valeur c;,blenue pour la fonction ¢— 1 de E).

Deplus, V f€e Ff flndrex f T)—dr > 0 donc A est minorée par 0.

qa
On en déduit que A admet une borne inférieure et on pose m =infA.

Soit fe E.
b 1
On considére la quantité ( f \/ (n dr
[, VI
D'une part, U VI U ldr) =(b-a).

D'autre part, sion utnhse I mégahté de Cauchy Schwarz pour le produit scalaire (]) on obtient :

(f \/Ff—\/_dt ff(t)dl md:

b
On en déduit que erE.f f(odre mdr»(b -a)’.
a

2

Donc m > (b- a)?.

b b
E1, si on considére la fonction f: r— 1 de E, alorsf JIGLT mdl =(b- a)2
a

Donc m = (b= a). ARY
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Exercice : CCINP 79
Solt a et b deux réels tels que a<b.
1. Soit h une fonction continue et positive de [a, b] dans R.

b
Démontrer que f h(x)dx=0= h=0.
a
2. Solt E le R-espace vectorlel des fonctlons continues de [a,b] dans R.

b
Onpose:V(f.g) € E (flg) =L f(x)g(x)dx.
Démontrer que I'on définit ainsl un produit scalaire sur E.

1
3. Majorer }; Vxe~*dx en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

b
1. Soit i une fonction continue et positive de [a, b] dans R telle que f h(x)dx =0.
a

X
Onpose Y xe€ |a,b), F(x) =f h(tdt.

I est continue sur [a, b) doncaF es! dérivable sur [a, b].

De plus, Y x € |a,b), F'(x) = h(x).

Or h est positive sur [a, b) donc F est croissante sur (a,b]. (*)

Or F(a) = 0 et, par hypothése, F(b) = 0. C'est-a-dire F(a) = F(b). (**)
D'aprés (*) et (**), F esl constante sur [a, b].

Done V x € [a, bl, F'(x) =0. 4
C'est-a-dire, Y x € |a, b), h(x) =0.

b
2. Onpose Y (f,g) € E2, (f1g) =f f(x)gx)dx.
a
Par linéarité de l'intégrale, (|) est linéaire par rapport a sa premiére variable.

Par commutativité du produit sur R, (|) est symétrique.
On en déduit que (|) est une forme bilinéaire symétrique. (*)

Soit fe E. (flf):];bfz(x)dx.

Or x— f2(x) est positive sur [a,b] et a < bdonc (f1f) > 0.
Donc (]) est positive. (**)
Soit f € E telle que (f1f) =0.

b
Alors f [A(x)dx=0.
a

Or x— f2(x) est positive et continue sur [a, b) .

Donc, d'aprés 1., f est nulle sur (a,b) .

Donc (|) est définie. (***) ;
D'aprés (*), (**) et (***), (|) est un produit scalaire sur E.

T 1 L ¥
3. Linégalité de Cauchy-Schwarz donne fo Vxe fdx < \/ fo xdx\/ 'L g'?‘ dx= : Ze_ L

o Inégalité triangulaire

Propriété : Inégalité de Minkowski '

Soit (E,| ) un espace préhilbertien réel, de norme euclidienne associée ||-|. Alors

Vx,yeE, [x+y| <ixi+|y|

aveg églame' si et seulement si x et y sont positivement liés (i.e. y=00ou3dAe Ry /x=4y)
e plus, a
vayek, |ixi-yl| < lx+ vl <+ y]
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Démonstration 9

Soient x et y des vecteurs de E.
Il est plus pratique de travailler avec le carré des normes :
[|x+y||2 =(x+ylx+y)
= (x]x) +2(x|y) + (yI)
= lxl? + [y +2(x1y)
< 1x0% + [l y|* + 2050 |yl| dopris rinegains do Cauchy-Schwarz
< (et + y)?

Cas d'égalité : | y a égalitd ssi (x]y) = |(x]y)| = Ix1 || y]
Donc si et seulement sl solt y = 0, soit il existe A € R tel que x = Ay (cas d'égalité de Cauchy-Schwarz) et (x|y) = |(xl y)| ce qui
devient, si x = Ay, A(x]x) =|A|(x]x)donc A =|A|et A > 0. . , ,

Pour l'autre Inégalité, on écrit que [|(x+ y) = y| < [|x+y| + | -y] donc [l x+ y|| > llxl = [|y||, puis on échange les réles de x et y..

(&)
G Norme sur un R-espace vectoriel
Propriété
La norme euclidienne associée a un produit scalaire est une norme surE.' | bl s }
Démonstration '

Solent xe Eet AeR. ‘

o llxil = V(xIx) 20

o lxll=0e= [xlI? =0 (x|x) =0 <> x=0g

o 1Axl = V(Ax]1Ax) = VA2 (x1x) = Al l.x] 6 (\

« Inégalité triangulaire : c'est I'inégalité de Minkowski démontrée ci-dessus.

Etant donné des vecteurs x et y d'un espace p
« la distance euclidienne d(x, y) par d(x,y) = |

“' Remarques
i ausivnais!

| R1 - La bonne définition provient de l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
I R2- Autrementdit, (xly) = lxi || [ coso.

f Délinition : Distance a une partie non vide
i Si A est une partie non vide de E préhilbertien réel, et x € E, on définit la distance de x a A par
L d(x, A) = inf (dx,») = inf lx=¥l-

¥ y
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[ Remarque

;' ] La borne Inférieure existe toujours car &y = { lx=yl: ye A} est non vide (car A I'est) et minoré (par 0).
!

I ORTHOGONALITE

1 Vecteurs orthogonaux

Définition : Vecteurs orthogonaux

Soit (E,|) un espace préhilbertien réel, x et y des vecteurs de E.
x et y sont dit orthogonaux si et seulement si (x]y) = 0. On écrit parfois x L y.

[l Remarques
I

A1 - 0 esltorthogonal a tout vecteur.
R2 - La notion d'orthogonalité ne prend de sens qu'en dimension au moins 2.

l

Démonstration

'

'

fx+y||® = 1x? + [ ¥]% +2x1y) m]

2 Famille orthonormale

1 Définition : Faniilles orthbgonale et orthonormale

Soit E un espace préhilbertien réel, (vy,...,v,) € E”.
(vy,..., vp) est une famille orthogonale de E si et seulement si

Vi,je[l,p],aveci#j, (vilvp)=0 (e v; Luyy).
(11,...,vp) est une famille orthonormale de E si et seulement si

Vi,je[Lpl. (wilvj)=6;;

]

" |

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls (en particulier toute famille orthonormale) d’un espace préhilbertie
réel est libre. J

lﬂ Remarque

13 I
b C'est un moyen pratique et usuel pour montrer qu'une famille est libre !
|

Démonstration

Soit (v1,..., ¥p) une famille orthogonale de vecteurs non nuls d’'un espace préhilbertien E.
But : (v}..... Vp) estlibre.
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Solent Ay,....Ap ERtelsque vy +---+Apvp =0.
(0glvy) =0R

Alors, si i€ [1,p], Qv +-+Aprply) =4 & .Or v; #0g, donc A; = 0. ]
[np] p¥p jgl"j(”jlul)=lin”i"2 i

’

— Corollaire : : \
L Si E est un espace euclidien de dimension n, il n'existe pas de famille orthogonale de plus de n vecteurs non nuls. J
TTheoreme : Theoreme de Pythagore! ae ‘ 3

Soit, dans un espace préhilbertien réel E, une lamille orthogonale (vi);e, pj- On a

P 2

2 vi

i=1

o2
=) Nl
i=1

La réciproque est vraie pour deux vecteurs mais fausse en général sip > 3.

Démonstration

Par récurrence sur p.
Contre-exemple : la famille {(3).(7).(,)} n'est pas orthogonale (et pour cause, il y 3 vecteurs non nuls en dimension 21) et -

vérifie pourtant la propriété de Pythagore. : ()

3 Ensembles orthogonaux it i WRIRR |

e
Définition : Parties orthogonales

Soient (E,| ) un espace préhilbertien réel et A, B des parties non vides de E. A
On dit que A est orthogonale a B si et seulement si ¥ (a,b) € Ax B, (a|b)=0.0n note AL B.

o st |

Si A, B € 2(E)\ (@)} sont orthogonales, alors AnB =@ ou An B = (0g).

Démonstration

Si AnB # @, soit x€ An B. Alors (x]x) =0, donc x=0.

f’ Remarque

L Si F et G sont des sous-espaces vectoriels de £ orthogonaux, alors Fn G = {0g} : leur somme est directe.

I ‘ ' . ¥

'i Exemple sidion
ll Parties de R? orthogonales d'intersection vide : A=1R(0,0,1) et B=(0,1,0)+RR(1,0,0).

{
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4 Orthogonal d’'un sous-espace

fisas - Définition : Orthogonal d'un sous-espacé - T

Soient (E,| ) un espace préhilbertien réel, et F un sous-espace vecotiel de E. On définit I'orthogonal de F comme
'ensemble des vecteurs orthogonaux a tout vecteur de F : ’

Fr=|xeE|VyeF (x|y)=0)

xeFtexeEetVyeF, (x|y)=0

(Il est parfois noté F°). Il s'agit de la plus grande partie de E (pour I'inclusion) orthogonale a F.

Soient (E,| ) préhilbertien réel, et F un sous-espace vectorielde E.
F* est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration
° OGCA'L
o Vx,x’€At, VAcR, Ax+X cAt, carVye A, (Ax+X|y)=Axly)+(X|y) =0.
.nn.‘ e yiatax ,

Donc A+ estun sevde A.
Comme de plus Ac Vect A, (Vect A)L < AL et étre orthogonal & tout élément de A umpfque étre orlhogonal a toule combunauson
O

lindaire d'éléments de A par bilinéarité du produit scalaire, donc AL'< (Vect A)L.

-ld--q-—-;--»q.:-.d

S L B

Propriéte E Cete AR :
P PMLDe Nc 575 2xe|eh a! > &l aned

Soit F un sous-espace de E préhilbertien réel.. 1 .1 '
SiF=VectA (A engendre F) et si x est un.vecteurde E,, . ' -~ iuho

"

_xeFteVYacA, (xla)=0..

Démonstration

...........................................

Remarque . (or 7 ptmaa
En particulier, connaissant une base de F, il suffit d'étre orthogonal aux vecteurs de la base pour étre orthogonal a F.

{
i

1

] 0

|

pusmm——  Propriété ) —

Soit E un espace préhilbertien réel, F et G des sous-espaces vectoriels de E.

(i) EX =10} et (0}*+ = E.

iy Fe(F4)*,

(iii) La somme est directe : F+ F* =Fe F* =FQ F*,
(iv) SiFc G, alors G+ c F*,

(v) (F+Gr =FinGtet(FNGL>F+GL. e ; )
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« 0eEL, etsixe EL, (xIx)=0donc Ix]=0et x=0.

« Sixe F, pour vecteur y de F*, (x|y) =0, d'ols le résultal.

« Comme les ensembles F et FL sont orthogonaux, Fn FL = @ ou Fn FL = (0}, mais 0 Fn FL,
« Soit x€ GL. Pour tout vecteur y de F, y € G, et donc (x[y) = 0. Ainsi x € FL.

Remarques

R1— Le seul vacleur orthogonal & tous les autres est le vecteur nul. Cela peut étre trés utile !

R2— Pour Fc (FJ-)l et (FNG)t > FL+GL, onverra que les inclusions sont des égalités si on ajoute une hypothése de dimension
linle sur E.
On peut donner comme contre-exemples, dans E = ¢'(10,1], R), F le sous-espace vectoriel des fonctions polynomiales. C'est
un exercice Irés classique de montrer que F* = [0} a I'aide du théoréme de Weierstrass, donc (l{l)L =Eel

FG (Fl)l =E.

Si, de plus, G = [t~ P(t)sin(t) ; Pe F), alors G+ = {0} et FN G = {0} d'ou

E=(FNG*2F*+Gt=(0).

Exercice : CCINP 39

On note ¢2 I'ensemble des suites x = (xn)nen de nombres réels telles que la série fo, converge.,
1. (a) Démontrer que, pour x = (xu)neN € €2 €t y = (y¥n)nen € €2, la série Y xnyn converge.

+00
On pose alors (xly) = Y xuyn.
n=0

(b) Démontrer que ¢2 est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des sultes de nombres réels.
Dans la suite de I'exercice, on admet que (|) est un produit scalaire dans e
On suppose que ¢2 est muni de ce produit scalaire et de la norme euclidienne associée.
2. Soit p e N. Pour tout x = (xp) € £2, on pose ¢(x) = xp.
Démontrer que ¢ est une application linéaire et continue de £* dans R.
3. On considére I'ensemble F des suites réelles presque nulles c’est-a-dire I'ensemble des suites réelles dont tous les
termes sont nuls sauf peut-étre un nombre fini de termes.
Déterminer F+ (au sens de (])).
Comparer F et (F1)™.

1. (a) Soit (x,) € (1)? avec x = (xn)nex et y = (Yn)nen:
VneN, lxpynl < 3 (<% +y7)-

Or Zxﬁ et Z y,'Z, convergent donc, par critére de majoration des séries a termes positifs, 3~ xpy, converge absolument,
donc converge.

(b) La suite nulle appartient & /2,
Soit (x, y) € (12)% avec x = (xn)pen €1 ¥ = (¥n)pen. Soit A € R.

Montrons que z=x+Aye€ I,

Onaz=(zp)penavec YneEN, zp=xp+Ayn.

VneN, 22 = (xp+ Ayn)? = X2+ A2y2 +2Axpyn. (1)

Par hypothése, J" x2 et ) 2 convergent et d'aprés 1.(a), J_ xuy, converge.
Donc, daprés (1), Yz converge.

Donc ze 1%

On en déduit que /2 est un sous-espace vectoriel de I'ensemble des suites réelles.

2. Soit (x,y) € 12 00 x = (Xp) pen €1 ¥=(¥n)nen- Soit A ER.
Onpose z=x+Ay avec z = (z) peN-
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! OnaVneN, zp=xp+Ayn.
Alnsl, p(x +Ay) = @(2) = zp = Xp+Ayp = p(x) + Aip(y).
Donc ¢ est lindaire sur 12, (%)

400
Vx=(xn) el Ixpl? < Y xi, donc |xpl < l1xll.

n=0
Donc ¥ x = (xp)nen € 12, l@(0)] = |xpl < lIxll (**)
D'aprds (*) ot (**),  ©st continue sur 12,

3. Analyse :
Solt x=(xp)peNn € P
Alors VycF, (x]y) =0.
Soit peN.
On considére la sulte y = (yn)nen de F délinle par
=
Ly { 1 sin=p
0 sinon

Y€ F,donc (x]y) =0, donc xp, = 0,
On en déduit que, V peN, x, =0.
C'esl-d-dire x =0,

Synthése :

la sulto nullo appartiont bien & F*,
Conclusion : FX = (0}

{ Alnsl, (F4)+ = 12,

On constate alors que F # (F+)+,

1 ESPACES OU SOUS-ESPACES EUCLIDIENS. .~ .. .-

Remarque : Rappel

Un espace euclidien est un IR-espace vectariel de dimension finie muni d'un produit scalaire.

1 Base orthonormale

Théoréeme )
l Tout espace euclidien non réduit & 0y, admet une base orthonormale (abrégé en b.o.n.). el j

On a méme un algorithme permettant de transformer une base en base orthonormale. Découvrons-le sur un exemple avant
de le formaliser : ‘

" Exemple

Dans R? muni de sa structure euclidienne canonique, on considére ej = (0.1.1), e2 = (1.0,1), e3 = (1.1,0). Il est facile de voir que
(e1,€2,€3) est une base de IR? (en calculant le déterminant dans la base canonique, par exemple).

On va d'abord transformer la famille en une famille orthogonale, puis orthonormale qui sera donc bien une base.

Onpose ¢y =¢; =(0,1,1). .

1
Puis on cherche €2 = e2 +.A¢) avec A tel quo (¢)|ez) =0 e (c)lez) + Aleyley) =1+24 =0 donc A Wl etex= (l-%%]
1 1
En cherchant €3 = e3 + pte) + vey tel que (e1]e3) =0 et (e2]e3) =0, ontrouve pr=—~etv= =3¢ Soitey = § g—;)
On a obtenu trois vecteurs non nuls orthogonaux deux & deux en dimension 3 : il s’agit d'une base orthogonale de R3. Reste a

“(F775)

1. “l 2 ) AR, |
normaliser pour obtenir une b.o.n, €} = (0. —_ —] ch= (—-—-.-—. —) etc,
P (R RV ) M Bl WSV ) R
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Détinition ; Orthonormalisalion de Schiniul

Etant donné (E, ) un espace euclidien, et (e}, ..., e,) une base de £ :
1. On pose ¢) = ¢).
j=1

2. Par récurrence, pour J > 2, on cherche des réels A, tels que le vecteur £; = ¢; + Y~ A £y solt orthogonal & tous
k=1

les e, pouric[l,j=1]:

Vi </. (t'gll‘;):O
En
fenl

e e ——————————_———————————————————————

£)
3. On normalise les vectoeurs : (m
1

" Remarque

Il est aussi possiblo de normaliser les vecteurs au lur et & mesuro.

I  Propridtéd [ N g

On obtient ainsi que (&y,...,t,) st une famille orthogonale de vectours non nuls tols que pour tout j,
Vect(ey,...,e)) = Vect(ey,...,£y) et la composante sur ey de ¢y vaut 1.
& En_

fllnl

—_—

Onnnlors(u 7" estune bo.nde k.
€y

Démonstration

« 14 g1ape : Orthogonalisation.
« Onpose|¢) =e).|(Etalors ey £0p) - o . ; -
« On cherche ¢; € Vecl(e), cz) tel que (£yle2) = 0. : ' .
On cherche donc un téel A tel que 2 = ¢ + Agy et (e1le2) = 0.

Donc Aker 1% + (e1lez) =0, puis A = _(‘”“22’.
el
Finaloment, | €2 = ¢2 _(‘”“1_‘)
leyl

De plus, €2 # 0 car (e, ¢2) est une famille libre, et Vect(ey,£2) = Vect(ey, e2). (Linclusion < est Immbdsalo linclusion o
vient du fait qu'on puisse exprimer facilement ¢; comme combinaison linéaire de £ etez te2 =62+ k l £].)

+ Supposons, par récurrence, que F'on ait conslruit £1,...,£)-) tels quo
e (€1,..00€5-1) estune lamille orthogonale do vecteurs non nuls,
o pour tout entier i ¢ [2,j= 1], Vect(ey,...,e4) = Vect(ey,....eq)
o pour tout entier { € [2, j= 1], la composante da ¢; sur ¢; est 1.
J=) ‘
On cherche des réels A lels que le vecteur £ = ¢+ Y Ayey soit orthogonal & tous les £ pour (€ [1, j=1] : (e4le)) = 0.
k=1

10 8

J=1
Donc, sif€ [1,/=1]. (e)le) + 3~ Agleileg) =0.
k=1

(eiley)
D'oi (egley) + Ay Jer 2 =0, puis A = - ’.,
e
{ Iz ‘(qlcj)
La récurrence est alors élablie avec| € = ej - " I‘ £
k=1 ||€1

Enellet: »
© (£]4....€) €St une famille orthogonale de vecteurs non nuls, H

o Vect(cp,....6y) = Vect(ey,...,e ).
En effet, Vect(ey,...,£7-)) = Vect(ey,...,e 1), donc linclusion < est immédiate et I'lncluslon > vlent du fait que l'on

(cllc/)

1 fex I2
o Lacomposante de € sur e¢; est 1.
On obtient n vecteurs non nuls orthogonaux en dlmenslon n :(€y,....€4) €stune base orthogonale de E.

« 2¢™2 g1ape : Normalisation.
On obtient alors trés facilement un b.o.n. de E:

pulsse exprimer facilement ¢) comme combinaison linéalre des ¢4, pour { € nJl: e, Ef+ ):
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Remarque

Matrice de passage de la base (ey,....ep) & labase (€),....cn)

FNSUR———
3

& la base de la décomposition QR.

Corollaire
‘ Tout sous-espace vectoriel non nul d'un espace euclidien admet une base orthonormale.

Démonstration

C'est en effet encore un espace euclidien, muni du produit scalaire restreint a ce sous-espace. a

Corollaire : Theoréme de la base orthonormale incomplete

Tout famille orthonormale d'un espace euclidien peut étre complétée en une b.o.n. de cet espace. }

Démonstration

Il suffit d'appliquer I'orthonormalisation de Schmidt & cette famille libre complétée en une base : les vecteurs de la famille
orthonormale seront inchangés. v , . a

2 Coordonnées, produit scalaire et norme en base orthonormale

Proprieteé o s : - - 5

n n <
Soit (E,| ) un espace euclidien et & = (ey, ..., e,) une base orthonormale de E : x=) xjei, y= ) yie;, X = (:‘ )
=1 21 e

ety = (f‘) Alors

n
Yie[l,n], x;=/(eilx) (x1y) = Z Xiyi=X¥xY
=

n n
ixl = \/’_Zl 2=XTxX d(x,y) = ‘_Zl (xi = i)
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Weiniviiviivues?

o (xly) = (,é “'l"llli:':l J'l"l)

n n
ol

«Siic|l,n],

n
(filx)={"ilz-‘]"j] i=1
n - x‘yl(c,-lcj)
= Z ."I(c,]cl) i=1f=1
J=1 Z":
n = Xiyjbi,j
=2 x/8i =1
J=1 n
=Xj = fue] Xivi
n
o 1x1% = (xlx) = > xf d'aprés ce qui précéde. O
i=1
= Propriétées-
l Soit E euclidien, B et B' des bases orthonormales.
l () Sip=P3,P'=PT.
I (i) Siue L(E), laformule de changement de base s'écrit
l Matg () = PT Matg(u) P
L (i) deta @B’ = +1 : 1 si elles ont méme orientation, -1 sinon. ’ . J

I Remarques

{!
{  R1- Laréciproque est fausse, il ne suffit pas que ce déterminant vale =1 pour que les bases soient orthonormales.
[; rR2— Faciles, les changements de bases orthonormales!!!

Démonstration

@) Pij= (e,-lc;) (coordonnée de "3 selon e;.)
(P)i;= (":'lei) =(ei|"’:')=Pi-"=(PT)i.i'
(i) Immédiat.
(iii) detga %' =detP or PPT = I, donc (detP)® =1. -

3 Isomorphisme avec le dual

Théoreme : de représentation de Riesz '
[ Y

Soit a€ E euclidien et ®,: x€ E— (a|x). Alors

E — <(EQR)
b

a — @,

est un isomorphisme. 4
Ainsi, pour tout forme linéaire ¢ € £ (E,R), il existe un unique élément a € E tel que ¢ = (al-). |
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5 Propriétés de F* o €
— —

Si F est un sev de dimension finle de E préhilbertien réel, alors

E=FaF'*=FQF!

[ Le sev FF* est alors appelé supplémentalre orthogonal de F, il est unique. i

Démonstration

« SIF=(0g), onavuque FL = E et alors le résultal est immédiat.
« De méme, si F=E, onavuque FL = (0g) et alors le résultat est immédiat.

« Sinon, on a d&ja que Fn Ft = (0p).
P

Do plus, s (ey,...,ep) estune base orthonormée de F, ety = )" (¢jlx)e; € F, x =y + (x~ y) avec x~- yc I'L car pour tout i,
I=l

(x=yle)) =0.
Dol le résultat,
Unicité : Si E=F @ G, alors F el G sont orthogonaux, donc, si E est de dimension finie, G ¢ FL et
dimG =dimE-dimF = dim F*, donc G = F*.
SI E n'est pas de dimension finie? si xe FL, x=xp+xg et xp=x-xge FnFL = (0pldonc x=xg€Get G = FL,
o)

= _ Corollaire ———
Soit K un espace euclidien, I’ et G des sous-espaces vectoriels de E. l

(i) dimF* = dimE-dimF (ii) (F+G)* =F*nG*
(i) (F)*=F (v) (FNG):=Fr+Gt
“ Remarque

On retiendra qu'en dimension finle, il n'y a plus trop de probléme,

s

Démomtnllon

(1) : Vudans la précédente démonstration.

(i) : Une inclusion connue et dimensions.

(i) et (v) : FL @ F=E : unicité du supplémentaire orthogonal de Fi,
FLnGLc(F+G)t est direct. ' ) S
Donc (F+G)* = FAnGt. (Vral méme s'ils ne sont pas de dlmcnslon finie.)

Puis (FNG): = (F“‘n(:“') =((FL+GhHA) = FLigt,

Exercice : CCINP 77
Solt I/ un espace euclidien.
1. Solt A un sous-espace vectoriel de E.
Démontrer que (A1) = A.
2. Solent F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
(a) Démontrer que (F+G)* = FAnG*.
(b) Démontrer que (FNG)* = FL +G*.

—IUTERERmmoSnTTET

1. OnaAc(A)*.
En effet, chAv)cA J(x]y)=0.
Clest-a-dire, Vxc A, xc (AL,

-4 4 o -
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Do mémo, = A+ @ (AL)* donc dim (A4)" = n-dim AL,
Donc dim (A4)* =dimA. (™)
Daprés () et (**), (AL)* = A.
2. (a) Procédons par double inclusion.
Prouvons que FXnG* c (F+G)*.

Soit xe FLnG*.

Soitye F+G.

Alors 3(f,g)eFxGtelque y=f+g.

(xly= (xINH + (xIg) =0.
=0 =()

carfeFetacFL  cargeGelreGL
DoncVye(F+G), (x]y)=0.
Donc x€ (F+ G)*.
Prouvons que (F+G)t c FAnGL.

Soit x€ (F+G)*.

VyeF,ona(x|y)=0carye FcF+G.

Donc x€ F+,
Deméme,VzeG,ona(x|z)=0carzeGec F+G.
Donc xe G+,

On en déduit que xe FX nG*L.

Finalement, par double inclusion, (F + G)* = F£ nG*.

(b) D'aprés 2.(a), appliquée & FL eta G, ona (FX +G4)* = (FY) n(G4)™.

Donc, d'aprés 1., (FX +G)* = FnG.
L
Donc [(Fl + G-'-]J'] =(FnG)*t.
C'est-a-dire, en utilisant 1: & nouveau, F+ + G+ = (FnG)*.

Exemple : Classique

Fn(R) et «f(R) sont supplémentaires orthogonaux dans .¢(R) pour le produit scalaire canonique.

Exercice : CCINP 92

Solt n€N*. On considére E = //(R) I'espace vectoriel des matrices carrées d'ordre n.
On pose : ¥(A, B) € E2, (A, B) = tr('AB) ol tr désigne la trace et ‘A désigne la transposée de la matrice A.

1. Prouver que (,) est un produit scalaire sur E.

2. On note S(R) I'ensemble des matrices symétriques de E.
Une matrice A de E est dite antisymétrique lorsque ‘A= -A.
On note A,(R) I'ensemble des matrices antisymétriques de E.
On admet que Sp(R) et A,(R) sont des sous-espaces vectoriels de E.

(a) Prouver que E=5,(R)® An(R).
(b) Prouver que A,(R)* = S, (R).

3. Soit F I'ensemble des matrices diagonales de E.
Déterminer F+.

1. (,) est linéaire par rapport & sa premiére variable par linéarité de la trace, de la transposition et pér distributi\)ité de la
multiplication par rapport a I'addition dans E. '
De plus, une matrice el sa transposée ayant laméme trace,ona: |-
Y(A.B) € E2,(A,B)=tr(*AB) =tr(*(AB)) =r("BA) = (B, A).
Donc (,) est symétrique.
On en déduit que {,) esl bilinéaire et symétrique. (1)

Soit A=(Ary) €L

<I1JjEn

n n n n n
AN =u(AN =Y (AN =Y Y (A A=Y Y A% donc (A,4) >0.
i=1 i=1k=1 i=lk=1
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TR =

-—

Donc (,) est positive. (2)
Soit A=Ay, ) € Etelle que (A, A) =0.
ICL/En

n n
Nors Y- ¥ A} ;=0.0r, Yie [Ln], Yke[Ln], A} 20,
i=1k=1
Donc Yi € [1,n], Vke[1,n], Ay =0.Donc A=0.
Donc (,) est définie. (3)
D'aprés (1),(2) et (3), {,) est un produit scalaire sur L.

Remarque Importante : Soil (A, B) € E2,

On poseA:(A,,} etB:(B,,)mm.
" n

Alors (A, u)=u(‘Am Z(’Am,,- Z ): (*4); x Brei = }_‘_ }: AaBr .
I=
Donc (,) est le produit scalnlro canonlque sur L.
2. (a) Soit MeSp(R)NA,(R).

alors 'M=Met‘M=-Mdonc M=-Met M=0.
Donc Sa(R) N Ap(R) = (0). (1)

Solt McE.
t =

Posons S = ple M et A= M > M
OnaM=S+A.

M+t
IS= ‘(#) = % (‘M+5("M) = %(’M+ M) =8, donc S € Su(R).

!

tA= '(u) = % (*M=*('M)) = % ("M =M)=-A,donc A€ Ap(R).

On en déduit que E = S,(R) + Ap(R). (2)
D'apfés (1) et (2). E= S"lR) (=} A"(R).

Remarque : on pouvait également procéder par analyse et syniha&se pour prouver que E = S, (R) & A, (R).

(b) Prouvons que S,(R) € Ap(R)L.
Soit S€ Sy (R).
Prouvons que Y A€ A, (R), (S, A)=0.
Soit A€ Ap(R).
(S, ) = 1r(!SA) = tr(SA) = r(AS) = tr(='AS) = =1r(!AS) = = (A, 8) = = (S, A).
Donc 2(S,A) =0 soit {(§,A) =0.
On en déduit que S,(R) c A, (R)L (1)

De plus, dim Ap(R)L = n2 —dim An(R). o Ui

Or, d'aprés 2.(a), E = S, (R) & A, (R) donc'dim S, (R) = n =dim Ap(R). qs zeb lonaloay 90RGes’t & Hol
On en déduit que dim S, [R) =dim A, (R)L. (2) REn 3
D'aprés (1) et (2), Sp(R) = ApR)L. 7o Loty ot r : wpetin

3. On introduit la base canonique de .¢/,(R) en posant :
1 sik=ietl=j

vie[l,n],vje[l,n] Epj=(ex1), ., avec ‘-'k.l={ o1 6l 6o )
On a alors F = Vect(Ey 1, E2,2,.-4 En,n). ; ; .
Soit M = (m, ]] cE. A ‘ ' ‘

1<Hj<n . ’ v ) b I

Alars, en utilisant Ia remarque importante de la question 1., ‘
Mel-lcoweﬁl n), (M, E;j ) =0 Vie[l,n], m;=0.
Donc ¥t = Vecl(l”lelles que(i, j) € [1,n]%eti ;!1)

En d'autres termes, F* est 'ensemble des matrices comprenant des zéros sur la dlagonale

0 sinon
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O Projections et symetries orthogohales

0 Projections orthogonales

Définition : Projection orthogonale

Soit E un espace préhilbertien réel, et F un sous-espace de E de dimension finie.
On appelle projecteur orthogonal sur F la projection py sur F parallélement & F+,

|| Remarque

|

Celte définition est justifiée par le fait que E = Fo FL,

(', Remarque : lllustration

i
!
I
l

Sy Propriétés

—————

e pre2(E) et pr=pk ‘ . Impr @ Kerpp=E
o F=Impp=Ker(pr—idg)
e F+=Kerpr

o YX€EE, pr(x)eFetx— pp(x)eFl.

M

1 Remarque

Le projeté orthogonal de x € [ est le seule vecteur y€ I telque ye Fet x—ye FL. Pratique pour le trouver!

Exercice : CCINP 80
Solt E I'espace vectoriel des applications continues et 2r-périodiques de R dans R

1. Démontrer que (f | g) = — f f (1) g (ndr définit un produit scalalre sur L.

2. Solt F le sous-espace vectorlel engendré par f:x— cosx et g:x— cos(2x).

L
Déterminer le projeté orthogonal sur I de la fonction u: x - sin

2 x.

1 2n
1. Onpose Y(f,g) € E2, (flg) = z—xfo S(ng(ndr.
Par linéarité de l'intégrale, (1) est linéaire par rapport & sa premiére variable.

Par commutativité du produit sur R, (]) est symétrique.
On en déduit que (]) est une forme bilinéaire symétrique. (*)

Soit f€ E. (f1f) = E%LGjz(l)dl.

Or t—- f2(1) est positive sur [0,27] et 0 < 2z, donc (f1f) > 0.
Donc (|) est positive. (**)
Soit f € I telle que (f1f) =0.

2n
Alorsj; fe(nde=0.

Or t— f2(1) est posilive et continue sur [0, 2x).
Donc, f est nulle sur [0,2x].
Or f est 2n-périodique donc f =0.
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VUG () Caltubiint. A
i D'aprés (°). (**) et (***). (l) esl un produil scalaire sur E.
1
i 2. OnaVxeR,sin’x= % ~ cos(2x).
X — -% cos(2x) € F.
1 De plus, si on note h l'application x — %
n 1 2n
(h1f) = -l—f cosxdx=0et (hlg) = —fo cos(2x)dx =0 donc h € K+ (car F = Vect(f, g)) |
, 1 . .
i On en déduit que le projeté orthogonal de u sur F est x— = 3 cos(2x).” >
|
Propriété : Expression en base orthonormale . '
Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E préhilbertien réel, (ey,..., ep) une base orthonormale de F.
Alors
Vx€eE, Pr(x) = Z (ejlx)e;
\ =
Démonstration )
D'apreés la démonstration du supplémentaire orthogonal. ‘ . 1 / O
b e A B S TR R B W e i et 1 0 i g i e A T R RN 600 S S i Y MO S 10
"| Remarque
| j=1
| On peut voir le procédé d'orthogonalisation de Schmidt en terme de projection : nous cherchions un vecteur €j = e + Z ArE)
' t k=1
I i.e. y
j-1
i c‘i:fj—zAkfk- (1)
; ':
| Jj-1
{  Donc, si I'on note F = Vect(e],....£j-1). (2?) est la décomposition de ¢j dans F- @ F. Donc € = pp1(ej) et - Lzl/hq pElej).
| €iu .
De plus, ici (e),....€j-1) est une base orthogonale de F, donc (H_El_ll ﬂ ! ") en est une b.o.n. et
| - W e
J

(ej) = Z( & ) “(E“e’) dob | ion des A¢ que| t trouvé
e = €., d'ol I'expression des Ay que I'on avait trouvé.
g el ) el = & e o 8 =

A savoir retrouver plutdt que de connaitre par coeur :

Cas particulier
[ & )

« Projection orthogonale sur une droite : D = Ra, ot a # 0. Alors (ﬁa) est une base orthonormée de D et

pos 5= (i) () = 2

(Attention a ne pas oublier le [|a)l*...)

« Projection orthogonale sur un hyperplan : H = (Ra)*, o a # 0.

(alx) 4
lal®

pPH:X— X—
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Démonstration

P T e s ———————
- S ol

Pour la projection sur un hyperplan, sl on nomme D la droite Ra = 1t onaque L= @Del

(al-)
idg=py+pp=pn+—=a. 0O
E=pu+pp=putios

” Exemple
| Solt E=R3, P le plan d'équation cartéslenne x -z =0, |
| On note &2 = (e.€,¢3) la base canonique de R3,
| Quelle est la matrice dans &# de pp ? Vecleur normal a P : (1,0,—1). Donc pour tout x € R3,
loov— 2 W
pp((x,y.2) = (x,y,2) - (——"2—(’—’—’(1,0,-1) = (%(x+z).y. %(.Hz)]
i Donc pplel) = § (e +e3), pple2) = ez et pp(e3) = § (e +e3), et
|
1 0 1
1
Matz(pp) = > 0 .1230].
] 1.0 .1
I
Remarque

Si 47 (qui peut étre choisie orthonormale) est une base adaptée a la décomposition E= F @ FL,

1
R ()
Mat 4 (pp) = s

(0)
0

ot les p premiers vecteurs de 4 forment une base de F = Im(pFr) et nous donnent les p premiéres colonnes avec des I sur la
diagonale, et les n— p autres forment une base de F1 =Ker pr et nous donnent les n— p derniéres colonnes nulles.

Propriété :.Inégalité de-Bessel -

Soit E un espace préhilbertien, F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, pr Ia projection orthogonale sur

F. Alors
YxeE, |[pr@)] <lixl
| )
Yémonstration
C'est le théoréme de Pythagore : pg(x) L (x— pr(x)) donc
1x1% = | preo)|? + [x- pr@)|* 2 [ Pr0)| 2.
a
O Symeétries orthogonales
~
-

Définitlon : Symétrle orthogonale '

Soit E un espace préhilbertien, F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.

On appelle symétrie orthogonales par rapport a F, notée sg, la symétrie par rapport a F, parallélement & F*,
Si F estun hyperplan, on parle de réflexion.

Si F est une droite vectorielle, on parle de retournement.
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Proprietes
—_— )

l () Ker(sp—idg)=F (iv) sp=2pp—idg.

| (@) Ker(sp+idg)= Ft

t (iii) sposp=idg (v) sE=pr—DPgL

" Exemple

i

| Symeétrie orthogonale par rapport au plan P de I'exemple précédem. s ;

I Comme sp =2pp —idps, on oblient I'expression générale

sp((x.3.2)) = (z.y.x)

—— s

? Et alors Matp(sp) =2Matz(pp) - I3, donc

1 0 0 1
| Matz(sp)=|(0 1 0
‘ 1 00
:

I Remarque

Si & (qui peut étre chaisie orthonormale) est une base adaptée a la décomposition £=F @ F+,

! 1

.. (U}
Mat a(sp) = 1 Lag

(0)

ou les p premiers vecteurs de ¥ forment une base de F = Ker (sg — id) el nous donnent les p premiéres colonnes avec des 1 sur la
diagonale, et les 71— p autres forment une base de FL = Ker(sg + i d) et nous donnent les n— p derniéres colonnes avec des —1 sur

la diagonale.

A savoir retrouver :

Propriete = Expression d'une réflexion

Soient H est un hyperplan d’'un espace euclidien E et a un vecteur non nul de H+.

)

D ——

Démonstration

SH(x)=2pH(x)—x=2(x—p,,1)—x=x-2p”1 . : b O

7 Distance a un sous-espace

On a vu que si F est un sous-espace vectoriel d'un espace préhilbertien réel E, alors, pour tout x € E, d(x, F) = in£ dix, M=inf |x-y
YeF YEF ]
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Propriélé

Soit IF est un sous-espace vectoriel de dimension finle d'un espace préhilbertien I, et x € E. 1
Alors la distance de x & F est atteinte en le projeté orthogonal py:(x) de x sur F , et seulement en ce vecteur :

d(x, F) =d(x, pp(x) = [ x = ppo)|
etsid(x,F)=|x-y| avec yeF, alors y = pg(x).

De plus, si (ey,...,ep) estune b.o.n. de F,

bl Ml ,' 2

d(x. F)* = Ix1* - Y (ex]x)?.
k=1

Si, entin, F* est aussi de dimension finie et (¢ps1....,¢,) une b.o.n. de F*,

n
dix, A = pra= 3 (e
kep+l

Démonstration
Par théoréme de Pythagore, si y€ F,

lx=pe) + pex) = y* = x=pr | + |prx - y)°.
Donc [|pg(x) = y|| < |x = y| avec égalité si et seulement si | pg(x) - y| =0 c'est-a-dire y = pg(x).
De plus, {

n n
dix,P?=|x=pr|®= ¥ (elx=prx?= Y (exlx)?
k=p+1 k=p+1

car (eglpp(x)) =0 pour k> p+ 1. Et
p
d(x, F? = Jx=pr ] = 1x12 = [ pro ) = 1x1% - ¥ (eplx)?
k=1
par théoréme de Pythagore. g

2

| Remarques

R1— Pratique : plutdt que de calculer une bon de F (orthonormalisation de Schmidt), il peut étre plus économigque d'écrire que pg(x)
est le seul vecteur do y € F tel que x - y ¢ FL. Connaissant une base quelconque de F, on décompose y dans cette base et
] on traduit I'orthogonalité de x - y a chaque vecteur de la base : autant d'équation que d'inconnues. On résout et on trouve

Y= pr(x).
i R2— Si F n'est pas de dimension finie, cette distance n'est pas nécessairement atteinte. Ainsi, par exemple, si E = €((0,1],13) muni

du produit scalaire canonique et si F est le sous-espace vectoriel des fonctions pelynomiales, alors d{exp, F) n'est pas atteinte
| n xl’
tl car on peut mentrer que d[cxp.x-—- ) By
, k=0 *

s 0 donc cette distance est nulle. Ainsi, dire qu'elle serait atteinte serait

dire que exp € F ce qui est faux (trop d:'e dérivées non nulles ?).
On peut d'ailleurs montrer plus généralement, que si d(x, F) est atteinte pour un y € I, alors x=y € I L et on peut montrer que
si F est le sous-espace vectoriel des fonctions polynomiales, FL=10).

r-

=

Exercice : CCINP 81

On délinit dans .4 (R) x .4 (R) I'application ¢ par : ¢(A,A') = tr(*AA"), ol tr(*AA") désigne la trace du produit de la
matrice ‘A par la matrice A",
On admet que ¢ est un produit scalaire sur ./ (R) .

a b 2
Onnote 5 = . (a,b)eR- 3,
-b a

| 1. Démontrer que & est un sous-espace vectoriel de ./ (R). Gt 10 e G901 e
I 2. Déterminer une base de 7.
[+

T e ————— e —
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| 2 T

Do plus. par commutativité du prodult sur R, (.|.) est symétrique.
ponc (.1.) est une forme bilindalre et symétrique. (%)

?/n‘lr : a b
; Sol A= ¢E.
c

(A =a 4 12 + 2 +d? > 0. Donc (.].) est positive. (**)
o a b
Soit A= . € I tello que (A|A) =0,

c ¢

Alors llz¢b2+('2+d2=0,

/ Commao il s’agit d'une sommo de termes tous positifs, on on dédult quo a = b= =d =0donc A =0.
Donc (.1.) est détinle. (***)

Daprés (*), (**) et (***), (.1.) @st un produit scalaire sur E.

2
OnnAa(l o)
0 2
1450 0
\ cFol € rtcarY(a.b,d) eR3, y 0|a " =0.
0 2 -1 0 -1 oJ\o d

1 0
On en dédult que le projetd orthogonal, notd pg(A), de A sur F estla matrice (0 )
2

0 i
Alnsl.d(A.I-‘):IlA-pr(A)II-II( i o)Il=l-

———— e

8 Hyperplans affines d'un espace euclidien

Définition : Vecteur normal

Soit /£ = A+ T un hyperplan affine d'un espace euclidien L, A étant un point de I et 17 un hyperplan linéaire,
On appelle vecteur normal 4 .7, tout vecteur ii de H*\ (0g).

Propriétés

‘ (i) Tous les vecteurs normaux de .7 sont colinéaires.
i (ii) Sin estun vecteur normal a 7€, M € 7€ < AM L ji.

IR

Démonstration

= Veet it 0

SR . Corollalre. . [ —

Soit HB(ey,...,e,) une base orthonormale de E, Z = (0,7) un repére orthonormal.

n(ay,...,ay) est un vecteur normal de 7€ si el seulement si 7€ a une équation de la forme ayxy + -+ Qpx, = b {
dans 22.
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Propriété : Distance a un hyperplan affine

Exemples

g1~ Dans R? muni do sa structure euclidienne canonique, si ax+ by = ¢ est une équation de 7 dans un repére orthonormal, alors

fi(a, b) est un vecteur normal a A7,

£2- Dans R? muni de sa structure euclidienne canonique, si ax+ by+ cz = d est une équation de .7’ dans un repére orthonormal,

alors ii(a, b, c) est un vecteur normal & 72.

Soit 7€ un hyperplan affine de E euclidien. Siay\x) +...+apxy = b est une équation de J¢ en
Soit A un point de 7€ et it un vecteur normal a E. repére orthonormal et si M(x1,...,Xp), alors
; |A_M- iil
M, #) = ———.
“"" Ia]x]+...+ a"x""'bl

d(M, AC) =

P Exemple

\v/-af.-i-;;:i'_ﬂ%

Déterminer les équations des bissectrices, dans un repéré orthonormal du plan, de 2:3x+4y=7et 2’ :5x—12y = -7.

Démonstration

| e A2, AM.7i AM- i
M, 70) =d(3M. 8) = | [AM)||=“A“1:[12" n“:l = ‘
Avec ii(ay,...,ap), . .l iy . ;
' ATA-;'i:al(xl—x‘lo’)+---+an(x,,-x$?’)=a1x1+...+a,,x,,—b.
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