Préparatoire MP1 e AR " Prof ; Nedra Moalla

Espace Préhilbertien Wmm_ et Espace Euclidien :

Dans tout ce chapitre, on considére E un R-espace vectoriel. i E-™

Espace préhilbertien réel GIRHE ETE I

% Produit scalaire !

e On appelle produit scalaire réel, toute application G,

est
E x F :— R vérifiant :

Pradur aire mﬂ.z C([a,b],R)

b,R) = A H —p & — R oounicmv ,
N S ez Clas BLR) % C(la, B, E 5 R,
fgpliessioy (f,9)—< frg>= \ f ?K?Ka
est un produit scalaire sur C([a,b],R). . i

3) Produit scalaire sur M,(R) s S

ﬁ *> est linéaire par rapport a la 19 variable ?: wn:x %mbmzm it
*2(z,y) = ¢(y, z), ¥(z,y) € E? T\ est m%andnva

) T
i
i

41AH,HvVodhm.m T\mmﬁvomzzmv aloprp sth s e 1Y

| *Si p(z,2) =0, alorsz=0 ?\ est mmmEm v

.
5
]
i
!
{
A

Le E.omc: scalaire ¢ sera noté <..>ou bien G; v 'application .

v < .,.> >M=Amc X >H=OWV — R TG A IR00] i
e On appelle espace préhilbertien réel, tout %.8_58 aonnonm_ ~ . (A,B)——< A;B>=tr(‘AB), iy e \ 3i00
E muni d’ un produit scalaire réel et on le note Am. SN ' | est un produit scalaire sur M,(R). Fiogbyee

%

e Si dimE < oc, on dit que (E,< .,.>) 9" un espace maora_mﬁ € 4 ¢4 ¢ :
/ 2 i i Inégalité de Cauchy-Schwarz

i Soit (E, < .,.>) un espace préhilbertien réel, alors

MNmBEmm usuels : . _ 3 _ :
1) Produit scalaire canonique sur R” : "o Viz,9) € E* | <z,y> | < <2 5 /Z 5,0 >.

P’application
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Applications

1) On muni R® muni du produit scalaire canonique, alors d’aprés
Pinégalité de Cauchy-Schwarz

pour tout x = (z1,z,,..z,) et y = (y1,92,-.;,yn) dans R* onias -

1
n 2
2
M ‘ Yi
k=0

b
2) E =C([a, ], R) muni du produit scalaire < f, g >= \. f(z)g(x)dz.
D’aprés H,.Emmmm_wm de Om.zor%.maréwhw . %

1

n ] n 2
M Tryk| < > " a?
k=0

k=0

L SR
. |}

1

i1

< A \ UN@&% A \ ,e %A%a,u,m ra

% Norme euclidienne e ;
Soit (E, < .,.>) un espace préhilbertien réel, alors E est un espace
vectoriel normé muni d’une norme, ‘associée au produit scalaire,
définie par : H

N: E:— R,

; rr—rN(z) = J< o0

N est appelé norme euclidienne.

b
\ F(@)9(z)dz

% Proposition
Soit (F, < .,. >) un espace pré
sociée au produit scalaire, alors ¢

1) Vz,y dans E, ||z +y||
2) Vz,y dans E, ||z —y|[*=
On en déduit | T TS
i) V(z,y) € B?, <z,y>=g(llz+

i) V(z,y) € B?, <z,y>= §(llz +yl*= ll=ll* = [lyl1*).

s,
Remarque
| <z,y>|=|lz||||yl| ssiz et y sont liées £ &
|z + yl| = |||| + ||yl| ssi = et y sont positivement liées.
Famille orthogongle et(fapijl on....TOSOBﬁ.mLm o réel
Dans toute cettegpartiy F, un espace Unmr-—vmﬂn-md
et ||.|| la norme assoc : . A

Définition Corivt rinvg

e = estun vecteur unitaire si ||z}l = 1.

1 L’ ’

®Dn dit que z et y sont ortogonaux et on bo.o.m

' : @
PR PR S DAY, vt 1

i) Soit (e1, €2, ...,€p) une famille de vecteurs non nuls de E.
e On dit que la famille (ey, ey, ..., ;) est orthogonale -
siVi#j eile; AA €, e; >= 0)

\

oOs&aaﬁmﬂmﬁmﬁnsmA@_rmw,..;.nbmmﬁ,o;roﬂaoﬂaamﬁos gﬁd
orthonormée ) si ' : - hdol 19 5 ik {3t .
mu.n_nmu; Vi *w 0 si i 5
o . . si i j

s o heres TINDY LR A”vAm.ym.\wVH,ma.HAA sii=j!

Hlesl] = 1 Wire{1gtayp)s 1o ¢ osinteos st \

it) Si dim(E) < oo. ,_
1 o On dit que B = (e, €3, ..., €,) est une base orthogonale de E
Si B est une base de E et la famille (ey, ey, ..., ,) est orthogonale.

BOamw.O.ZuamMMwmmmﬁﬁzm rwm,oammmﬁmmggmﬁmrmn.mb
est orthonormale. kel Ll : B

U1
Lo

Si

e On dit que B = (ey, ey, .., €n) est une base orthonormée (on,
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7

| o B4 sunh Isrogod G % Procédé d’orthogonalistion de Schmidt
Proposition H A8 40,8 O N 0 ” / Soit\(ey, €3, ..., ;) une famille libre de E !
Si (ey, e, ep) ( * iuilvh H | { On pose u; =¢;
1625 ...,6p NumZVnwmﬁa:umm.m.ﬁ:: ! { Rl ,
non nuls n_m E, alors elle est libre; - ,m o;:w mozm_:u mo <oonm=~m | 2= mw‘+.35 bel que 1 L g, w_oa iR, M,..:.rmu .W.S B ]
‘ . ,, | Uy, Uy i
i _, Ecm_ on construit par récurnce u, 1 < k < :Hﬁm_ que u; =
Conséquences oy 2 unes .V
B s 3y Ck
mv_. IR & .:.‘,.:‘:.n:;uo M.;T,.u m>+uMHo¢§ w<mo§|r§<u Ag < k-1 >~o~.mPIIN¢..|:.|.N
1) B = (e, ..., €,) est une base Loy .
1€2; ..y o?romoz&o (resp. otthond “ k-1 : |
E, si et seulement si B est une famille orthogonale  (res; ogroHB mv %m AinsiV1<k<n, u=e,+ M = 5. ex v:g. i
de vecteurs non nuls de E et card(B) = dimE. D- onormale) = <uju; > 9n .
La famille (u);<k<, anisi oosmﬁEam ‘est oi.omoum._m i W
a9 .~ 10 W S Uy g
- N 0] <3< ;o= 1 lors la famill
2) m@ B = Amrm,w:: -»€n) est une ‘base orthogonale de E, m._oa B |= ? UOmm T e % sl Alors la fami ,“.,m
( Meall” Teall” ™ Tlen] _v est une base onﬂrono:B&m de m R b (i ?: 4y Un) est orthonormale. “
3 a1016 QO R 12 () | .‘ﬂ. by W m 7 : \ : W " i
4 Formule de Pythagore, | = ] pace Euclidien n.
Soit (E, < 4, >) un -espace GSEFQASH 8&. - i i f N W .
1) Soit z,y m E. ; , u Théoréme
p— 2 i > L1186 1
zly <= |lz+yl?=|z|]®+ |y~ : 1) 8i (B, < vv est un espace euclidien (dimE < o0), &oﬂ. B,
Si (v1, va, ..., vp) &n une mmHE:m ow?omo:p_m de'Ealors’ “ O~ | 7| admet au moin urie B.ON. f1 i
: . ARSI e ) ii) Toute famille orthonormée de E‘peut’ oSm ooSEon@o voE. ob-
X LV e x3 il v 30 291D J1b (10O |}
2 2" ! !
_ __Me;_ M:S: 62 %D 5w | tenir une B.O.N. ST OTR -
s ; PO
) f\ V 5T G Ecriture dans une B.O.N.
“ﬁﬂﬁpmmﬁ. eme ” OHEHOM.OSN_ENEOE de MOWEK: (r 1 Soit (E,< .,. >) un omvmom euclidien avec dimE ='n m Z. ‘muni
_ Soient (F, < .,.>) un espace ﬁwmgﬁvmlag réel. ' d’ une w O 2 m Anrmv .mav &on u (.o ¥ = w
Si (ey, €2, ..., €,) une famille libre de E. Alors il existe (v1,v2;..5vq) | - < E, Q ArInth o8 ol
une famille orthonormale de E telle ques ...+, =5 ./ (| _V St = M)u < B e, N> L= (o
Ud | E |
‘ Qmﬁwﬁmuu QMu - mkv p— H\mﬁu&ﬁﬁwu A\N- eeey Q\nvu <H IAI \ﬂ M n. o : f B8 = TR B “. ) y
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mﬂmsmﬂ.aﬂm : e e 5
Si B = (e1,e2,..- mav est une base quelconque de E,

= Muaﬂm. et y = M@.m: m,_OHm

i=1

< z,y >=' XMY avec M =

%, Proposition | y
Soit B = (ey, €2, ..., €,) une B. u € hﬂmv
On pose Mat(u,B) = A APLHASAE &on <u
{1,..,n}, ule;) = Yk <ules)ex Fer  — '
Vi, j € {1,.,n}, ai; =< e;, u(e;) >

O,B.W“_. d’une Huaﬁﬂm
Orthog o orthogonal de Aecto

Soit A C E, on appell
E définie par :
SIRES —{z,c E tf1Q

o note A* 1a partie de

Hap V“ Ou <p m l»:w

“A\Hunov.um:uonw

. < e vec-
e E, alors A' est un sous espac

,

Soit A une par, on.
toriel ?3:0 de_E

% _
I |
..&N !
i) mo:..e.mm em_nsm&lMH.n.AEn;H B) = um" - )
. i=1 i
Ty /!
alors ; g
. i
__un__N Ma _
i P -l.u . F T y ,—
iii) Soit z = Mua.m. ety = M?ms alors i
i=1 i=l1 ¢
T n
n Ty Y2
AHEVHMH#S =t XY avec X = . etY = g
=1 S [ X .
Tn \ Yn

ey

L = vect(A)*. .
Si F = vect(e1, €2, .- €p)s .wuoam
% € F* si et seuement si <z,e; >=0 vie{l, -...%w.

Sous espaces orthogonaux . :
Soit F' et G deux sous espaces vectoriels de m

VyeG, <z, >= DY 2 .

I ~ ~

1) FIG +— ﬁnﬁk A,“v Qﬂmrr
2) FL F:.

3) a) Si FLG, alors FOG = - (0g}-
b) FAF* = {0z},

mvwovﬂmnmm : . . g &

On dit que F' et g sont oﬂaromosm.ﬁﬂ mw on note FLG siVx € ~u ma

Scanned with CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

-Somme orthogonale n_m.
Soient (E, < ... >)
1) Soit F et Q deux s
On note F g+ G.

2) Soient F\, F,,...,F, des s.ev. de E'deux 3
Alors iy + By + . -+ R =Rokho. .®F,,

§.e.v orthogonaux
i espace préhilbertien réel,

4, Définition i
Soient (E, < .,

On dit que F et G sont supplémentaires ortogonaux si

E=Fo'G

Remarque
mmm NAJ@.PQ EOHMN‘JLIQ "UQ .mn.._r

Théoréme -
Soient (E,< ... >) un espace préhilbertie
de’E tel que :c:L; o/n m:_o alors

E = ﬁm:? et FH =

“WVOowozmmnm ,
Soit (E. < .,. >) un espace et
vectoriel F' de m ona

iy E=Fe'Ft. .
ii) FLL = F.
iii) &NSQJIV = SSAMV - SSQJ

)rs ppur. no:m,

22734 2

54U

ous espace
- A N .A ’ M

S.e.v. orthogonaunx de E alors F+G = F @Q

%:x o_i_omo:m:wn.

i W o

—

m.
de E +>) un espace préhilbertien réel, F ol G deux s.c.v.

i
|
]
|
|
|
t
!

m
|
11

1

“ﬁv

o

“%\HunoUOm::ob
Soient (E, < .,. >) un espace cuclidien , F et G deux s.c.V. de
E. Alors
i) (F+G)t = F-n G

i) (FNG)t = ﬁ,_.

_uﬂa:__coi:o:, réel.

2404 olromo:& de E, tout projecteur P

de E tel que:E = .,ﬁmw.m.h. ydd1o jot1d
rojection orthogonale . sur, F et on note Pp la, ?ohoo-

. hralellement 2 m,._.. c.a.d i i
el que o = x; + xo avec 1 € F et T2 € - ﬁlev = T

t un projecteur “orthogonal “si' et seulement’ si'Pfest une
. _Ssoz orthogonale sur 1 :whu paralellement a kerP.

n\MH R | 2, e N

9.¢ Uy N lueot uottodl

Huaoﬁﬁmﬁmm
1) ImPr = ker (Pr ~idg)
2) Pp+ Nuﬁx, = ih. .

v ) Vzr e ﬁ. T = ~u.n.AHv + ﬁ.ﬂ - Num.ﬁ.ﬁvv
Pr(z) € Fet (z — Pp( hv € FL.
On déduit :
i) < \ul;% = ﬁl& >=0y :v <. — Nul.nv Y VI o <.\ eEF..

P11 \ fliG @0 {101 ._,_,

2 Fet KépPe = FL ol

‘— ,¢

B!
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&W\Ummaﬂoh

4) P est un projecteur ortoghonal «—= Po P = P 3,,
ker(Pr — idg) L KerPg. : .

[ §

., Proj orthogonale sur un s.e.v de dimension finie
soient (E, < .,.>) un espace préhilbertien réel et Fun s.e.v de M
de dinension tinie (dim(F) = p) ; i v
On considére B = (e;, ea, -.,€p) une B.O.N. de F et on note Pr la
projection orthogonale sur F'. Alors |

29

i

= :
VzeE, Pr(z)=) <enz> el
y k= *

Soient (E,< .,. >) un espace préhilbertien réel F un s.e.v de E m.‘
T € E. ’ 'Y :

On appelle distance-de & F et on note d(z, F) le nmm& défini ﬁE.,w 5

s B IS Y

¢

dz. F)=inf{lle-yll, ye FY

Proposition . o & |
Soient (E, < .,. >) un espace préhilberticn réel F un s.c.v de E Ao
dimension finie et Pr la projection orthogonale sur F, alors !

i)V z€E,d(z,F) =||r — Pr(z)||

.

i < llx—ull, YW E E.

fuil

ii) ||z — Pr( A, \
i) (|12 = /PR()II° + ||e'— Pr(z

‘.,.: .
vi) [|Pr(@)? < ||| |? »négalité de Bessel -

5 i
Y (<enz ) = f_ooz.
k=1 =

I, ¥ =€ B

km\m.f:m—lc orthogouale

i =Fe FL. R—
Soit I un s.e.v de E tel que E . - s i
On appelle symétiric c_,rrcmc:&m par :mguo.nf a F et on.note ...m. ﬁ
symétrie par rapport F paralellement a F'~ c.a.d . .,
Yz € E, tel que z = zp+ Ta avec Ty € F et zo € ,
Sp(z) =21 — T2 : 5

% Propriétés i st Kl T
1) ker(Sp — idg) = F et ker(Sp + idg) = F*

2) S est une symétrie ortoghonale <= -

S* =idg et ker(Sp — idg)Lker(SF + idg). .

3)Ona: Sp(z) +z =21, = 2Pgp(z), Vz € E, d’ob

/Mw + idg = wﬁﬂ ; . ,‘ .

Scanned with CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k
Mobile User


Famille totale d’un espace vector
.UBE ce paragraphe E est un espac
infinie muni de sa norme euclidienne

%\Ummaﬁon
Soit (en)nen une famille d’éléments de E.

On di ’
n dit que la famille (e,,),en est totale dans E si le Sous espace vec-

toriel vect{e,, n
{en, n € N} est dense dans E pour la norme euclidienne

iel de dimension infinie
m F . . ’ . :
préhilbertien réel de dimension

E = vect{e,, n € N}.

%\Hrmowwgm
Soit (en)nen une famille orthonormale totale de E.
Pour n € .2. on pose F, = vect{er, 0 < k < n} et on considére Py |
la projection orthogonale sur F;,. Alors pour tout z € B
i) _lim_[lz ~ Pa(a)ll = 0.
+00 i ‘
_.CHHMA?_HV?. U

n=0

N

+oc

iii) |zl = [ D_(< ez >)?

n=0

e
Matrice orthogonale /

Définition
Soit A € M,(R).
On dit que A est une matrice orthogonale si *A.A = I,

—

On notera O, (R) I'ensemble des matrices orthogonales.

~1

TR RSN . s

xw\uuuovnmmﬁmm
) Ac OR) < AA=L, <> AA= T

if) o I, € O,.(R)
e SiAet B € O.(R), alors AB €€ 0, (R)

eSiA € O.(R),alors A7 € On(R)
(On(R), x) est un sous groupe de (GLn(R), X).
est muni de sa base canonique €

e Pl

—

iii) On suppose que R™ t du produit

scalaire canonique. ,
On considére A € O, (R), alors les vecteurs colonnes (resp. les vec-

teurs lignes) de A forment une B.O.N. de R

iv) La matrice de passage d’une B.O'N. 3 une B.O.N. est une ma-

trice ortohgonale

V4

N | .,

%\HuuovOmmﬁwobuUmmaﬁob .
i) Soit A est une matrice orthogonale, alors det(A) = £1. .

ii) L’ensemble des matrices ortogonales de déterminent égale 1 est
appelé groupe spécial orthogonal et sera noté SO,(R) (ou O} (R).

SO.(R) = Of (R) = {A € O,(R)tel que det(A) = 1}.

iii) L’ensemble des matrices ortogonales de déterminent égale —1
sera noté O (R).

03 (R) = {A € O,(R) tel que det(A) H l&,.

vi) On(R) = O (R) U O; (R)
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#VHunOUOm_.Eonw
i) (On(R), x) est un sous-groupe compact de (GLA(R), X)-

ii) O (R) est un fermé de M, (R).
iii) (OF(R), x) est un groupe compact .

4 Proposition
i) Une marice M € Of (R) si et seulement si il existe 6 € R tel que

u=(56 =)

ii) Une marice N € O; (R) si et seulement si il existe § € R tel qde

| v- (30 a)

Endomorphisme remarquables d’un espace Euclidi

Dans toute cette partie on considére (E, < .,. >)fifyes eucli

Endomorphisme Symeétrique
.ﬁ\cmmd.mﬂ.od

* Soient (E,< .,.>) un esp
On dit que f est un endomo

[V(z.y) € B < f(z)9p=<7./() >}

_ On note S(E) I'ensemble des endomorphismes symétriques.

w

¥

Exemple. .
Soit p un projecteur.

Propositio
Soit f un end!

i) Lapplication

i) dim(S(E) =

Alors

projecteur orthogonal

¢ < Pestun endo symétrique |.

est un

Soit f un endomorphisme de E. ;
%5t un endomorphisme symétrique si et seulement si M n‘x .x , B);
la matrice de f dans une B.O.N. B est une matrice symetrique.

Conséquence.

0: S(E) — Sa(R)

f — Mat(f,B)
nn+1)
==

est un isomorphisme.

Proposition
Soient f un enomorphisme symétrique de E, alors

1) Le polynome caractéristique de f est scindé sur R (c a d
Sp(f) CR.)

2) Les sous espaces propres de f sont deux a deux ,ongomoumdx.
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F est un sous esp
stable par u,

rphismes indu; o : mp‘z
. y e ?

I g | .
mo_mbn u _.E mcosoarﬁso de E et, \/r o3

de f deux a deux distinc
ts . Al
équivallentes : e

1) % est un enomor E:wEm uu.EcSE:m Qm m.
i [ =V VOSERT 1Y
i) E= @-A» <pEn(u).

H
Ap sont les valeurs propres
mhm@.maocm suivantes mosa

[} i —

!
|

u (c & d, u est diagonalisable dans une B.O.N )

vi) Il existe une matrice diagonale D = diag(Ay, ..., \p) et une ma-
trice ortogonale P € O,(R) tels que Mat(x, mv ~PD'P.
(P est la matrice de passage de la base B O.N & la base orthonor- u
male formée de vecteurs propres de u, alors P est orthogonale).

N N\

Version matricielle

Pour toute matrice symétrique réelle, il existe une matrice diago-
nale D et une matrice ortogonale P € O, (R) tels que A = PD'P.

%\To::m:.mc vectorielle d'un espace euclidien

Soit f un endomorphisme de E.

On dit que f est un endomorphisme orthogonal (ou isométrie vec-
torielle) s’il conserve la norme c.a.d

| vzek, (f@) =l

J\ On note O(E) 'ensemble des endomorphismes orthoganaux.

It

Conséquence

Si f est un endomorphigme o
Exmples

1) Idg € O(E). ;
2) Soit F un s.e.v de E 8 Sr
Alors Sp € O(E).

3) Notons que Prla 1
e T\
Proposition
Soit f € O(E), alors Sp(f) c {-1,1}

i v\ (10i3i20qos G
17t) u admet une Uﬁmogronoaﬂmmoddmmam<moﬂo5mvnovnmmmm// _ R deronsoonocin SHSE U hiEY

&W\Hunov.umzuob i

| (20E) cocE) W IsG
##)Idg € O(E)

iid)Soit f € Gﬁmv, alors f est o&nnScm et'f~1e Gﬁuv
) Soient f et g '€ O(E), alors fog'e O(E)." "

< (O(E),o) est un sous-groupe de l'ensemble Ghﬁhv o)
des bijections &m h_ EE: mn la ~_€ o.

Q21 OLYiS .w(,. ACSINMINES L

j_\muuovoﬂﬁoﬂ
Soit f un endomorphisme o?romou.& &oﬂm les mmmo_&_o:m m~=<mbamm
sont équivalentes. FTGI O HISY

a) f'€ O(E) (conserve la norme ). _ Do

b) V(z,y) € E? '<if(z), f(y) >=<z,9>" Anoumo?o —o vnoaﬁe
scalaire). -

¢) f transforme une w O.N. en une w ON.
d) La matrice de f dans une B.O.N. est orthogonale.

4! g i

'

Scanned with CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Conséquences
1) Soient f € O(E), =z et y dans E. ADEEO LD

T Ly siet seulement si f(z) L f (y)
2) Soit B une B.O.N. de E. Alors gl
b s 05 O(E) —0, (R , ,
L’application PSR M._Amw ‘est-un isomorphisme;; .

3) O(E) est un groupe compact.

;‘9
[

;w.. =

Théoreme i il
Soit = € O(E), ‘un 'endomorphisme n_z.ﬁ,:.omonﬂwf alors il existe m
‘une B.O\N. ‘de E'dans laquelle la' matrice de u s'écrit par blocs

% Proposition _ , Bt

Soient u un enomorphisme orthogonale de E et F un s.eY, de E:
F est un sous espace stable par u si et seulement si FL est aussi
stable par u. (3)39 5 (A0
Vo

UR et

De plus les endomorphismes induits par :,mE".W.mw m.%h._
sont encore des endomorphismes orthogonaux, =
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