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Préparatoire MP 2

Probliéme @ Décomposition polaire

Notation et définitions :
Dans tout le probldme, n désigne un entier non nul.
e Une matrice symétrique A € Su(R) est dite positive (resp. définie positive) si pour
tout X € M, 1(R) *XAX > 0 (resp. pour tout X € M-'-(R)\{”} ‘XAX > 0).
i(quee gos wives (resp.

On note S} (R) (resp. S, ' (R) ) l'ensemble des matrices sy nétr

définies positives),
e On muni M, (R) de la norme défini par, pour tout M = mg, =IMn(R)
[|IM]]| = "lﬂ.rle.J("(Il".Jl)

e On muni R" du produit scalaire canonique <,>.
ique u € £’(R") qil.if (resp. défini positif)

On dit qu'un endomorphisme symétrique
si pour tout z € E, < u(zx),z > > 0 (resp. si pOl\r E\{0} <u(z),z > > 0).

Partie 1
1. Soit u € L(R") un endomorphisme symétrique. Montrer que u défini positif si
'importé quelle base orthonormée appartient

et seulement si sa matrice dans
A SHH(R). C/ba
: icergymdétrique S € S (R) si et sculement si

a) Montrer qu'une mftrice

Spr(S) C RS
b) Montrer flllc si S & R , alors S est inversible et S-' € S} H(R).

¥ 3. Soituel @mmrplnsmo symdétrique défini positif. On se propose de
montrer ¢ u il & unique endoworphisie symétrique v € L(R™) tcl que

v? = u.
a) v € L(R™) un cu(lomorplnsmc syuu,tnquc et vérifiant v? = u.
Soit A une valeur propore de u. Montrer que v induit un endomorphisme de

ker(u — A d) que I'on notera
b) Montrer que Spa(a) = {V/A} puis déduire que Ty = VA A Tker(u-atd) -
¢) En déduire I'expression de v.
y 4. Montrer qu'il existe un polynome @ & coefficient réels tel que v = Q(u).
( Ind : Utiliser les polynomes de lagrange en les valeurs propres de u deux A

o

deux distincts).

Partie 11

1. Soit A € GLn(R).
a) Montrer que ‘A4 € S}H(R).
x b) En déduire qu'il existe un unique couple (0,S) € O,(R) x S3*(R) tel que

A=06S.
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3 0 -1
¢) Déterminer les matrices O et S lorsque A = ‘/75 3v2 :%‘é
~-¥2 3/2 2

2
2. Montrer que O, (R) est une partie compact de M,(R).
*x3. Montrer S;F(R) est un fermé de M,(R).

4. Montrer que GLn(R) est dense dans M,(R).
Déduire que si A € M,(R), alors il existe un couple (0, S) € On(R) x S} (R)

tel que A = OS. Un tel couple est-il unique ?

x 6. On cosidére l'application ¢ de O,(R) x SH*(R) dans GL,,ER) définie par

(0, S) = 0S. ;
Montrer que ¢ est continue et bijective. \\

Partie III ” Applications”

A Application 1. :
Dans cette apllication A et B désignent deux icos e, M (R ).
On suppose qu’il existe une matrice U € M,( \gue YU =I, et A= UBUL.
ot U désigne la matrice dont les coefficients son
1. Justifier que tA = UtBU .
2. On pose X et Y les matrices de M,(R)

a) Montrer qu'il existe y» € R telgue X + 1Y € GL,(R).
b) Montrer que AX = XB et B.
c¢) Déduire qu'il existe, P L.(RYtel que A= PBP~!et'A= P!BP!.
3. On éerit P sous la for S avec O € O,(R) et S € S}H(R).
uis BS = SB.

a) Montrer que BS? :
€ On(R) tel que A = OB*0.

b) En déduire qu
Application_
Soit A € M, propose de donner une condition nécessaire et suffisante

d’existence d’une olutlon X € GLp(R) du systeme :
LAA+H XX =1,
& {

~tXA=0,

1. Montrer que si le systéme (S) admet une solution X € G Ly (R), alors les valeurs

propres de “AA appartiennent a l'intervalle: [0, 1[.

9. On suppose dans cette question que les valeurs propres de tAA appartiennent

a l'intervalle [0, 1].
Tustificr qu’on pent chercher les solutions dc X sous la forme X UH avec

U € Ou(R) et H €€ SH*(R).

4. Détermmer H.
Montrer I'existence d'une solution X € GLn(R) de (S).

2
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Partie IV Soit f une forme lindaire sur M, (R).

x1. Montrer qu'il existe une unique matrice A € My (R) telle que pour tout M e
My (R), [(M) = tr(AM).
Dans la suite A désigne la matrice défine dans cette question.
x 2. Justifier 'existence de o, = sup{f(0), O € On(R)}.

x3. Justifier que la matrice 'fﬂA admet n valeurs propres positives, jiy, ..., hin comptées
avec leurs ordres de multiplicités.

«4. Montrer que an = sup{tr(DR), Q € On(R)} ot D = diag(\/Tns s /Fim)-
9 5. En déduire que an = D 5 /Hk- -

6. Dans cette question f désigne la forme linéaire définie pax FIM) =Y 01 Dy MG
Déterminer la matrice A telle que pour tout M € M, ( ( (AM).
/ y A7, Bty o gt gt \
0 'al Bl
Bt e e

7o Montier que A3 = e S e ch)
i o i) B
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