Préparatoire MP2

Prof : Nedra Moalla

Problémes : Polynémes orthogonaux

7 A

Probléme 1 : Polynéme de Laguerre

Partie 1
Soit n € N*. Pour tout couple < P,@Q >€ R,[X]?, on note : < P | Q >=

+oo
/ PH)Q(t)edt.
0
1) Montrer que Papplication < - | - >: R,,[X] xR,,[X] — R définie un produit
scalaire.

+oo +oo
2) Soit k € {1, ...,n}. vérifier que : / thetdt = k/ th=te~tdt..
0 0
Conclure que < X* | 1 >= k! pour tout entier k € {0,...,n}.

Partie II - Construction d’une base orthogonale

On considére l'application ¢ définie sur R, [X] par :
VP e R, [X], ¢(P)=XP'"+(1-X)P..

1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X].
2) Ecrire la matrice de ¢ dans la base (1, X,..., X").

3) En déduire que ¢ est diagonalisable et que Sp(y) c{l.. n}}
4) On fixe un entier k € {0,...,n}.
a)) Vérifier qu’il existe un unique polyngme Py oefficient do-

minant égal a 1, vérifiant p(P;) = —kP%.
b) Justifier que Py est de degré k.
5) Déterminer P, et P;. Vérifier
On fixe un couple (P, Q) € R,[X]?.

6) Montrer que ¢ est un endomorphisme $ymétrique.

((e(P) | Q) = (P | ¢(Q))).
7) Montrer que (P, ..., P,) est une base orthogonale de R, [X].

Parti

e IIT - Méthode quadsature de Gauss.

On admet que le paly e Ptimet n racines réelles deux a deux distinctes

que l'on note x, ..
On souhaite

. A1 [ 0!
T 2 . )\2 1!
I% . $721 . = .

_x’f‘l Rl DY (n—1)!

il existe (A1,...,A,) € R" tel que : VP €

i=1
(A1, A) € R™ vérifie (x) si et seulement si

2)En dédruire qu’il existe un unique n-uplet (i, ..., \,) € R” vérifiant (x).

)
3) Déterminer un polynome P € Ry, [X] tel que

/+OO
0

P(t)e 'dt # > N\iP(x;).



22

Probléme 2 : Polynéme d’Hermite On considére la fonction i définie sur R par : h(z) =e =

On admet dans ce probléme que : 1) a) Vérifier que pour tout n € N, il existe un polynéme P, tel que

i > M () = x)h(z) e 1 — P _ X '
VkEN/ TS N N CLL) L ht™ (z) = P(x)h(x) (X)) = P(X) — XPy(X)

o k12 b) Donner Py, Py, Py gt Py,
) ¢) En déduire que t dedegré e coefficient dominant (—1)" et de
Partie I méme parité que n.
Soit E = {f € C*°(R,R) tel que = +— f*(x)e T est intégrable sur R}. 2) a) Montrer que N, le polynome P, verifie I'equation diffé-
rentielle

1) a) Montrer que 51 f etg sont deux fonctions de F, alors la fonction ~ o+ ny = 0 (E.)

x— f(z)g(x)e T est intégrable sur R.

b) En déduire que E est un R-espace vectoriel.
) q pace v out n e N, P/ = —nP,

2) Soit I'application < .,. > définie sur £ x E par :

1 & 22
< g >= o= / fe)gla)eF da

un entier naturel. On considére I'espace Ry [X]| muni da sa
ique B = (1,X, X? ..., X™) et on pose

Montrer que < .,. > définit est un produit scalaire sur F g [f’f(]P)—) H};],V,[X]XP,

3) Soit F'={f € E tel que f(0) =0}. a) Vérifier que ¢ est un endomorphisme de Ry[X]

a) Montrer que F' est un hyperplan de F et donner un supplémentair b) Ecrire la matrice de ¢ dans B.

b) Soit f € F+. On considére la fonction g définie par : g(x) l_f%f c¢) Montrer que ¢ est diagonalisable.

i) Vérifier que g € F. d) Montrer que pour tout P,Q € Ry[X], < ¢(P), Q >=< P, o(Q) >

Ind : On pourra remarquer que ¢(P)(z) = (P'(z)e” ) e ) )
) En Déduire que la famille (Hy, Hy, ..., Hy) est une base ortogonale de
Ry[X].

4)a) Montrer pour tout k € N*, ||Hy||* = k||Hj_1]|[?
b) En déduire la valeur de ||H|| pour tout k& € N.
Donner une base orthnormée de Ry[X].

ii) En déduire que F+ = {0g}. (
iii) La décomposition E = F @ F* est-elle valable ? o

¢) Soit ¢ la forme linéaire sur £ définie par :
i) Montrer qu’il n’existe aucune foncti
vV fekFE.

(On pourra considérer la suite de

a) Montrer que
(P)=<PQ>

N
< XN+ Hp >
Hypr = XN =37 T,

Partie 11 k!

k=0




b) Trouver le polynéme P de Ry[X] Pour lequel

/_00 (2N H — P(x))%’édx

[e.9]

est minimale, puis donner la valeur de ce minimum.

%@




Probléme 3 : Polynéme de Legendre

Partie I - Quelques résultats généraux.

On rappelle que R[X] désigne le R-espace vectoriel des polynomes a coeffi-
cients réels. Pour n entier naturel, R, [X] désigne le sous-espace vectoriel de
R[X] des polynomes de degré inférieur ou égal & n. On précise que 'on pourra
confondre polynéme et fonction polynomiale associée. Soit P un polynome
de R[X]. On note P™ sa dérivée n-iéme.

On considére I'application ¢ de R[X] dans lui-méme définie par :

VP e RIX], ¢(P)=(X*-1)P"+2XP.

1
Pour n € N, on note U, = (X* —1)" et L, = o]
"n

L,, sont appelés polynomes de Legendre. Pour n entier naturel, a, désigne le
coefficient dominant de L,,.
1. Déterminer Lo, Ly et vérifier que Ly = $(3X?% — 1).

U™, Les polynomes

2. Justifier que L,, est de degré n et préciser la valeur de a,.
3. , L) est une base de R, [X].
4

. Pour n € N*, déterminer les racines de U,,, en précisant leuif or
multiplicité, puis justifier qu’il existe un réel o €] — 1,1
que ’on ne cherchera pas a déterminer, tels qul:

U(X)=AMX D)"Y X +1)" Y

Montrer que la famille (Ly, . ..

On pourra utiliser le théoréme de Rolle.
— 1}. On sup-
x distincts dans |—1, 1]

5. Dans cette question seulement, n
pose qu’il existe des réels aq, . ..
et un réel p tels que :

UM (X) = u(X -

n

1k —ay) (X — o).

Justifier qu’il existe des réels [51,.\, Br+1 deux a deux distincts dans

[—1,1] et un réel v tels que :

UMI(X) =v(X = )" X + )" "X = B1) - (X = Brga)

6. En déduire que, pour n € N*, L, admet n racines réelles simples,
toutes dans [—1,1]. On les note zy, ..., x,, en convenant que
T < e < Xy

Omnote = | | (X — xp).

=

k=1

En convenant qu

Partie II : Etud

o =1, on adonc: YneN, L, =a,A,.

éments propres de ’endomorphisme ¢.

%v est un endomorphisme de R[X].

n guite n désigne un entier naturel.

que R, [X] est stable par ¢.

On note ¢, 'endomorphisme de R,,[X] induit par ¢.

n note M = (m;;)o<ij<n la matrice de ¢, dans la base canonique
de R, [X]. Montrer que M est triangulaire supérieure et que :

Vk € {0, ..,n}, mgr = k’(k’ + 1)

Montrer que ¢,, est diagonalisable.

5. Vérifier que :
Vk €{0,..,n}, (X? = 1)U, — 2kXU, = 0.
6. Soit k € {0,..,n}. Montrer que
(X2 — 1)U yoaxut —k(k+ 1)U = 0.

En déduire que, pour tout k € [0,n], le polynéme L;, est un vecteur
propre de ¢,, en précisant sa valeur propre associée.



8. Déduire de ce qui précéde les valeurs propres et les sous-espaces
propres associés de ¢.

Partie III - Distance au sous-espace vectoriel R, [X]
Dans la suite du probléme, pour P et @) éléments de R[X], on définit :

<PQ>= /1 P(HQ(t) dt.

1

1. Justifier que <,> est un produit scalaire sur R[X].
On note | - || la norme associée.

2. Etablir que : ¢ est un endomorphisme symétrique

3. Montrer que la famille (L, ),en de polynomes de R[X] est orthogonale
pour le produit scalaire (-, -).

4. Montrer que :

Vn e N, VP € R,1[X], (P, L,) = 0.

%@




Probléme 3 : Polyndme de Tchebychev

Etant donné un entier naturel n, on note R, [X] 'espace vectoriel des poly-
nomes a coefficients réels et dont le degré est inférieur ou égal a n.

n
Dans tout le probléme on identifie le polynéme P(X) = Zaka et sa
k=0

fonction polynomiale associée.
Pour tout entier naturel n, on appelle ¢, la fonction définie pour = € [—1,1]
par : ¢,(x) = cos(n arccos(z)).

Partie 1

1. Vérifier que pour tout entier naturel n, la fonction ¢, est continue sur
[—1,1].

2. Montrer que : Vn € N* Vo € [-1,1], ¢pi1(x) + chi(z) = 22, ().

3. On considére la suite de polyndomes (7),),en définie par : Tj
1, Th=X, etVneN, T,,o=2XT,11 —1T,..
Montrer que pour tout entier naturel n, T}, est un polynome de degré
n de coefficient dominant que I'on explicitera.

4. Prouver que, pour tout entier naturel n , la famille (Ty, Tiy. - ¥
une base de R,,[X].

5. Montrer que pour z € [—1,1] et n € N, on a T, (

:C’I’L

Partie 2

1. Pour tout couple (P,Q) d’élémen

[ o,
VI8

(a) Vérifier que l'on définit ainsi

1, pose :

(P,Q) =

n produit scalaire sur R[X] . On

note || - || la norme associée.
Dans toute la suite du probléme R[X] est muni de ce produit sca-
laire.

™

cos(ph) cos(qh) do..
0
Démontrer que, si p # ¢, alors I, , = 0.

Calculer I, .

(b) Soient p et ¢ dans N, on pose : [, , =

(c) Montrer que,
définie da
Cette base es

turel n, la famille (Tp, 71, . . .
base orthogonale de R, [X].
ale?

1)

(d) Prouver que pou
a IRn—l[

(¢) Montrer N*, (Tp, T) = 2:_1.
. Soie ‘) Qg, A1, - - ., Gn_q des réels; et P le polynome de R, [X]
n—1
nip :X”—l—Zaka.
k=0

a) Justifier I'existence d’une unique famille de réels (bg)o<r<, telle

quel'ona: P = Zkak.
k=0
(b) Calculer b,,.

(¢c) Montrer que I'on a : || P||* > gbi

(d) En déduire la valeur de : inf

/1 (" + g t" 4+ ap)”

1 V1—1t2

(a0,--san—1)ER™

Partie 3
Soit n € N*. Pour tout k € {1,2,...,n}, on pose :
O, = W et = cos(by).

1. Vérifier que x1, 9, ..., x, sont les racines du polynéme 7,, défini dans
la partie 1 et qu’ils sont deux a deux distincts.

2. Soit £ = (Ly, ..., L,) la famille des polynémes d’interpolation de La-
grange associés a (z1,...,x,) , c’est-a-dire les polynomes de R,,_;[X]

dt.



\/Cl% dt = ; NG (z;), avec

1 sii=j,

1
VG € R, [X], /
0 sinon. -1

(a) Montrer que L est une base de R,,_1[X]. - /1 L;(t)
J . /1 2

qui, pour tous ¢ et j dans {1,n}, vérifient : L;(z;) = {

dt.
(b) Montrer qu’il existe des réels Aq, ..., A, tels que :

%@



