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Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Problèmes : Polynômes orthogonaux

Problème 1 : Polynôme de Laguerre

Partie I
Soit n ∈ N∗. Pour tout couple < P,Q >∈ Rn[X]2, on note : < P | Q >=∫ +∞

0

P (t)Q(t)e−tdt.

1) Montrer que l'application < · | · >: Rn[X]×Rn[X] → R dé�nie un produit
scalaire.

2) Soit k ∈ {1, ..., n}. véri�er que :
∫ +∞

0

tke−tdt = k

∫ +∞

0

tk−1e−tdt..

Conclure que < Xk | 1 >= k! pour tout entier k ∈ {0, ..., n}.

Partie II - Construction d'une base orthogonale
On considère l'application φ dé�nie sur Rn[X] par :
∀P ∈ Rn[X], φ(P ) = XP ′′ + (1−X)P ′..
1) Montrer que φ est un endomorphisme de Rn[X].
2) Écrire la matrice de φ dans la base (1, X, . . . , Xn).
3) En déduire que φ est diagonalisable et que Sp(φ) = {−k, k ∈ {0, ..., n}}.
4) On �xe un entier k ∈ {0, ..., n}.
a)) Véri�er qu'il existe un unique polynôme Pk ∈ Rn[X], de coe�cient do-
minant égal à 1, véri�ant φ(Pk) = −kPk.
b) Justi�er que Pk est de degré k.
5) Déterminer P0 et P1. Véri�er que P2 = X2 − 4X + 2.
On �xe un couple (P,Q) ∈ Rn[X]2.

6) Montrer que φ est un endomorphisme symétrique.
((φ(P ) | Q) = (P | φ(Q))).

7) Montrer que (P0, . . . , Pn) est une base orthogonale de Rn[X].

Partie III - Méthode de quadrature de Gauss.

On admet que le polynôme Pn admet n racines réelles deux à deux distinctes
que l'on note x1, . . . , xn.
On souhaite montrer qu'il existe (λ1, . . . , λn) ∈ Rn tel que : ∀P ∈

Rn−1[X],

∫ +∞

0

P (t)e−tdt =
n∑

i=1

λiP (xi).(∗) .

1) Montrer qu'un n-uplet (λ1, . . . , λn) ∈ Rn véri�e (∗) si et seulement si
1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
x21 x22 · · · x2n
...

...
. . .

...
xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n




λ1
λ2
...
.
λn

 =


0!
1!
...
.

(n− 1)!

 .
2)En dédruire qu'il existe un unique n-uplet (λ1, . . . , λn) ∈ Rn véri�ant (∗).
3) Déterminer un polynôme P ∈ R2n[X] tel que∫ +∞

0

P (t)e−tdt ̸=
n∑

i=1

λiP (xi).
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Problème 2 : Polynôme d'Hermite

On admet dans ce problème que :

∀k ∈ N
∫ +∞

−∞
x2ke−

x2

2 dx =
(2k)!

k!2k

√
2π

Partie I

Soit E = {f ∈ C∞(R,R) tel que x 7−→ f 2(x)e−
x2

2 est intégrable sur R}.
1) a) Montrer que si f etg sont deux fonctions de E, alors la fonction

x 7−→ f(x)g(x)e−
x2

2 est intégrable sur R.
b) En déduire que E est un R-espace vectoriel.

2) Soit l'application < ., . > dé�nie sur E × E par :

< f, g >=
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)g(x)e−

x2

2 dx

Montrer que < ., . > dé�nit est un produit scalaire sur E

3) Soit F = {f ∈ E tel que f(0) = 0}.
a) Montrer que F est un hyperplan de E et donner un supplémentaire.
b) Soit f ∈ F⊥. On considère la fonction g dé�nie par : g(x) = x2

1+x2f(x).
i) Véri�er que g ∈ F.
ii) En déduire que F⊥ = {0E}.
iii) La décomposition E = F ⊕ F⊥ est-elle valable ?

c) Soit ψ la forme linéaire sur E dé�nie par : ψ(f) = f(0)
i) Montrer qu'il n'existe aucune fonction g ∈ E telle que ψ(f) =< f, g >
∀ f ∈ E.
(On pourra considérer la suite de fonctions (fn(x) = e−nx2

)n∈N)
ii) Trouver le polynôme Q ∈ R2[X] tel que

ψ(P ) =< P,Q > ∀ P ∈ R2[X]

Partie II

On considère la fonction h dé�nie sur R par : h(x) = e−
x2

2

1) a) Véri�er que pour tout n ∈ N, il existe un polynôme Pn tel que

h(n)(x) = Pn(x)h(x) et Pn+1(X) = P ′
n(X)−XPn(X).

b) Donner P0, P1, P2 et P3.
c) En déduire que Pn est de degré n, de coe�cient dominant (−1)n et de
même parité que n.

2) a) Montrer que pour tout n ∈ N, le polynôme Pn véri�e l'équation di�é-
rentielle

y′′ − xy′ + ny = 0 (En)

(Ind : On pourra calculer h(n+2) de deux manières).
b)Véri�er que pour tout n ∈ N∗, P ′

n = −nPn−1

Pour la suite on note Hn = (−1)nPn.

3) Soit N ≥ 2 un entier naturel. On considère l'espace RN [X] muni da sa
base canonique B = (1, X,X2, ..., Xn) et on pose
φ : RN [X] −→ RN [X]
P :7−→ φ(P ) = P ′′ −XP ′

a) Véri�er que φ est un endomorphisme de RN [X]
b) Ecrire la matrice de φ dans B.
c) Montrer que φ est diagonalisable.
d) Montrer que pour tout P,Q ∈ RN [X], < φ(P ), Q >=< P,φ(Q) >

(Ind : On pourra remarquer que φ(P )(x) = (P ′(x)e−
x2

2 )′e
x2

2 ) )
e) En Déduire que la famille (H0, H1, ..., HN) est une base ortogonale de
RN [X].

4)a) Montrer pour tout k ∈ N∗, ||Hk||2 = k||Hk−1||2
b) En déduire la valeur de ||Hk|| pour tout k ∈ N.
c) Donner une base orthnormée de RN [X].

5)a) Montrer que

HN+1 = XN+1 −
N∑
k=0

< XN+1, Hk >

k!
Hk
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b) Trouver le polynôme P de RN [X] Pour lequel∫ ∞

−∞
(xN+1 − P (x))2e−

x2

2 dx

est minimale, puis donner la valeur de ce minimum.
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Problème 3 : Polynôme de Legendre

Partie I - Quelques résultats généraux.

On rappelle que R[X] désigne le R-espace vectoriel des polynômes à coe�-
cients réels. Pour n entier naturel, Rn[X] désigne le sous-espace vectoriel de
R[X] des polynômes de degré inférieur ou égal à n. On précise que l'on pourra
confondre polynôme et fonction polynomiale associée. Soit P un polynôme
de R[X]. On note P (n) sa dérivée n-ième.

On considère l'application ϕ de R[X] dans lui-même dé�nie par :

∀P ∈ R[X], ϕ(P ) = (X2 − 1)P ′′ + 2XP ′.

Pour n ∈ N, on note Un = (X2 − 1)n et Ln =
1

2nn!
U (n)
n . Les polynômes

Ln sont appelés polynômes de Legendre. Pour n entier naturel, an désigne le
coe�cient dominant de Ln.

1. Déterminer L0, L1 et véri�er que L2 =
1
2
(3X2 − 1).

2. Justi�er que Ln est de degré n et préciser la valeur de an.

3. Montrer que la famille (L0, . . . , Ln) est une base de Rn[X].

4. Pour n ∈ N∗, déterminer les racines de Un, en précisant leur ordre de
multiplicité, puis justi�er qu'il existe un réel α ∈]− 1, 1[ et un réel λ,
que l'on ne cherchera pas à déterminer, tels que :

U ′
n(X) = λ(X − 1)n−1(X + 1)n−1(X − α).

On pourra utiliser le théorème de Rolle.

5. Dans cette question seulement, n ≥ 2. Soit k ∈ {1, .., n− 1}. On sup-
pose qu'il existe des réels α1, . . . , αk deux à deux distincts dans ]−1, 1[
et un réel µ tels que :

U (k)
n (X) = µ(X − 1)n−k(X + 1)n−k(X − α1) · · · (X − αk).

Justi�er qu'il existe des réels β1, . . . , βk+1 deux à deux distincts dans
[−1, 1] et un réel ν tels que :

U (k+1)
n (X) = ν(X − 1)n−k−1(X + 1)n−k−1(X − β1) · · · (X − βk+1).

6. En déduire que, pour n ∈ N∗, Ln admet n racines réelles simples,
toutes dans [−1, 1]. On les note x1, . . . , xn, en convenant que
x1 < · · · < xn.

On note An(X) =
n∏

k=1

(X − xk).

En convenant que A0 = 1, on a donc : ∀n ∈ N, Ln = anAn.

Partie II : Étude des éléments propres de l'endomorphisme ϕ.

1. Prouver que ϕ est un endomorphisme de R[X].

Dans la suite n désigne un entier naturel.

2. Justi�er que Rn[X] est stable par ϕ.

On note ϕn l'endomorphisme de Rn[X] induit par ϕ.

3. On note M = (mi,j)0≤i,j≤n la matrice de ϕn dans la base canonique
de Rn[X]. Montrer que M est triangulaire supérieure et que :

∀k ∈ {0, .., n}, mk,k = k(k + 1).

4. Montrer que ϕn est diagonalisable.

5. Véri�er que :

∀k ∈ {0, .., n}, (X2 − 1)U ′
k − 2kXUk = 0.

6. Soit k ∈ {0, .., n}. Montrer que

(X2 − 1)U
(k+2)
k + 2XU

(k+1)
k − k(k + 1)U

(k)
k = 0.

7. En déduire que, pour tout k ∈ [0, n], le polynôme Lk est un vecteur
propre de ϕn, en précisant sa valeur propre associée.
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8. Déduire de ce qui précède les valeurs propres et les sous-espaces
propres associés de ϕ.

Partie III - Distance au sous-espace vectoriel Rn[X]
Dans la suite du problème, pour P et Q éléments de R[X], on dé�nit :

< P,Q >=

∫ 1

−1

P (t)Q(t) dt.

1. Justi�er que <,> est un produit scalaire sur R[X].
On note ∥ · ∥ la norme associée.

2. Établir que : ϕ est un endomorphisme symétrique

3. Montrer que la famille (Ln)n∈N de polynômes de R[X] est orthogonale
pour le produit scalaire ⟨·, ·⟩.

4. Montrer que :

∀n ∈ N∗, ∀P ∈ Rn−1[X], ⟨P,Ln⟩ = 0.
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Problème 3 : Polynôme de Tchebychev

Étant donné un entier naturel n, on note Rn[X] l'espace vectoriel des poly-
nômes à coe�cients réels et dont le degré est inférieur ou égal à n.

Dans tout le problème on identi�e le polynôme P (X) =
n∑

k=0

akX
k et sa

fonction polynomiale associée.
Pour tout entier naturel n, on appelle cn la fonction dé�nie pour x ∈ [−1, 1]
par : cn(x) = cos(n arccos(x)).

Partie 1

1. Véri�er que pour tout entier naturel n, la fonction cn est continue sur
[−1, 1].

2. Montrer que : ∀n ∈ N∗,∀x ∈ [−1, 1], cn+1(x) + cn−1(x) = 2xcn(x).

3. On considère la suite de polynômes (Tn)n∈N dé�nie par : T0 =
1, T1 = X, et ∀n ∈ N, Tn+2 = 2XTn+1 − Tn..
Montrer que pour tout entier naturel n, Tn est un polynôme de degré
n de coe�cient dominant que l'on explicitera.

4. Prouver que, pour tout entier naturel n , la famille (T0, T1, . . . , Tn) est
une base de Rn[X].

5. Montrer que pour x ∈ [−1, 1] et n ∈ N, on a Tn(x) = cn(x).

Partie 2

1. Pour tout couple (P,Q) d'éléments de R[X], on pose : (P,Q) =∫ 1

−1

P (t)Q(t)√
1− t2

dt.

(a) Véri�er que l'on dé�nit ainsi un produit scalaire sur R[X] . On
note ∥ · ∥ la norme associée.
Dans toute la suite du problème R[X] est muni de ce produit sca-
laire.

(b) Soient p et q dans N, on pose : Ip,q =
∫ π

0

cos(pθ) cos(qθ) dθ..

Démontrer que, si p ̸= q, alors Ip,q = 0.
Calculer Ip,p.

(c) Montrer que, pour tout entier naturel n, la famille (T0, T1, . . . , Tn)
dé�nie dans la partie 1 est une base orthogonale de Rn[X].
Cette base est-elle orthonormale ?

(d) Prouver que pour tout entier naturel n non nul, Tn est orthogonal
à Rn−1[X].

(e) Montrer que : ∀n ∈ N∗, (Tn, Tn) =
π

2n−1
.

2. Soient n ∈ N∗, a0, a1, . . . , an−1 des réels, et P le polynôme de Rn[X]

dé�ni par : P = Xn +
n−1∑
k=0

akX
k.

(a) Justi�er l'existence d'une unique famille de réels (bk)0≤k≤n telle

que l'on a : P =
n∑

k=0

bkTk.

(b) Calculer bn.

(c) Montrer que l'on a : ∥P∥2 ≥ π

2
b2n.

(d) En déduire la valeur de : inf
(a0,...,an−1)∈Rn

∫ 1

−1

(tn + an−1t
n−1 + · · ·+ a0)

2

√
1− t2

dt.

Partie 3

Soit n ∈ N∗. Pour tout k ∈ {1, 2, . . . , n}, on pose :
θk =

(2k−1)π
2n

et xk = cos(θk).

1. Véri�er que x1, x2, . . . , xn sont les racines du polynôme Tn dé�ni dans
la partie 1 et qu'ils sont deux à deux distincts.

2. Soit L = (L1, . . . , Ln) la famille des polynômes d'interpolation de La-
grange associés à (x1, . . . , xn) , c'est-à-dire les polynômes de Rn−1[X]
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qui, pour tous i et j dans {1, n}, véri�ent : Li(xj) =

{
1 si i = j,

0 sinon.

(a) Montrer que L est une base de Rn−1[X].

(b) Montrer qu'il existe des réels λ1, . . . , λn tels que :

∀G ∈ Rn−1[X],

∫ 1

−1

G(t)√
1− t2

dt =
n∑

i=1

λiG(xi), avec

λj =

∫ 1

−1

Lj(t)√
1− t2

dt.
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