Préparatoire MP 2 Prof. Nedra Moalla

Probleme : Projection orthogonale
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Notation et définitions : N
Daus tout le probleme, E et F désigne deux espaces cuchdlens» dc dnnensio:{s a}i’
moins égale d 2. R Sy
Partie I , : \1{,.3‘ “}_'13-’
1. Soit p un projecteur de E. / ,‘\ 3"’" '

X
Montrer que p est un projecteur orthogonal de E si et §eu!em7ut si p est un
endomorphisme symétrique. M \t_z‘,/

2. dans lespace (E, <,>), on considere B = eq 5 cn) une B ON.
Montrer que pour tout z et y dans E, ona " Y Skt XY avee X et Y sont

les matrices respectivements ‘des vedteurs % e}t y‘dans la base B.

3. Soit H un sous-espace vectoriel de FE 'querl‘< dim(H)'< dim(F).
Soit B' = (ey, ..., ex) une B O.N. de H et.{f*ia projection orthogonale de F

sur H.
a) Pour z € F donner, sans justification, ]’expressxou de p(z) dans la base B'.

b) Montrer que pour tout *@5 F/'][p W< Iz]]-
I
4. On considére M la matrzfe sulvante :
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28, Monh'er quc {@M est la matrice dans la base canonique de R* muni du produit

solalrc, C&nomque usuel d'un projecteur orthogonal.de Ry, 1y
b)" Donner une base orthonormale de ker(p) et une base orthonor male de I m(p).

Soit f{ﬂm un second sous-espace vectoriel de F', ' la’ projecion orthogonale de

6.
F sur K ) une valeur propre non nulle de por et u un vecteur propre assoue 3
)MontrerqueueHetqucr( u) — € HL. AR P SRttt
b) Montrer que [|[r(w)|[* = M fulf? ' e e | Ty

¢) En déduire que tontes les valeurs propres de por sont dans le segment [0,1].

7. On suppose dans cette question que'p et 7 commuent.
a) Montrer que por est un projecteur orthogonal.
b) Dans le cas oll por est non nul, déterminer son spectre. :
c¢) Montrer que ker(por) = kerp+ ker T et Im(por)=ImpNImr. o DN
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. On pose m = dim(F) et on choisit unc base orthonormale de I telle que les
matricesde pet r dans cette base soient respectivement les matrices par blocs

suivantes : Lo A B
k
"(0 0) "_’,R‘(c D)

ol I est la matrice unité d’ordre k, A une matrice carré d'ordre k et D une

matrice m — k.
a) Montrer que les matrices A B,CetD verlﬁcnt les lclatums suivantes :

A2 BC=A AB+BD=B, CB+D¥*=D, 'A= A4, ‘B’ﬁC g?() '

b) Moutrer que les conditious suivantes sont cqulvnloutw “n’% %'Q‘y
i) Le spectre de por est mclus dans {0, 1} - \
irtcc=0 (i (?
iii)C=0 Liatig 110 _)
-w) p et r commutent. (f Q é}\ "
‘ie IT Dans cette partie, on se donne [ €L(ETE) e xggment vE F

S lgnage de f, montrer qu'il

* En considérant la projection nrtht}gpml(‘ de
existe élément, Zo € E tel que . ‘2:%

/G —oll = minllf) —ell

1

Dans la suite g sera appelé wsemlo—wluuon de l’cquatxon

.A(_, {fj)):v )

; alors 1" équation () admet une pseudo-solution

)

unique.

2. Montrer que si ﬁqmect

3. M rétrcr y c#tmbp 1do-solution de P'équation (*) si et seulement si pour
tor ow'a < f(z), f(zo) —v) >=0 ‘ :
4., Smtw\h B’ “deux bases orthonormales de Ect F respectlvemcnt On note la
! q\xnatm?eca qMat( f, B, B), les vecteur V' = Mat(v, B') et Xy = Mal(zo, B).
Serive sous forme matricielle Péquation < f(z ) f(zo) —v) >=0. |
b) }cdmtre que x est pseudo-solution de (*) si et seulement si-

“TAAX, = AV

5 Exemple : Dans cette question, on prend &= F = IR" munis du produit scalaire
usuel. Relativement & la base canonique de R3, les matrices de f et de v sont

|

respectivement : 4
1.qd —1 1

1..1:-1 et 0

o W K 1

Déterminer les pseudo-solutions de 'équation f(z) = v.
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