Probl;éme 2

rMatrice (Sfymétrique

Soit n € N\{0,1}.

e On note (J‘II,.IOR) <;>) I’espace euclidien des matrlces an hgnes
s muni du produit scalaire ca-

et une colonne et a coefficients réel
—f I1 )0

nonique définit par VX = y et Y =
Tn Yn
<X,)Y >= Z.’L‘,‘y,'

i=1
La norme euclidienne associée sera notée [- ||

1

e GL,(R) désigne 'ensemble des matrices inversible de M, (R) et S (R)

Pensemble des matrices symétriques ..de M,(R)./ il
e Une matrice symétrique S € S,(R) est dite posmve si elle vérifie

tXSX >0

VX € Mn,l (]R)7

L’ensemble des matn'ces positives sera 1i0’cé%r ‘S“‘

vérifie '
VX € :‘1,,,1 (R)\{O}, tXSX

L’ensemble des matrices définies posifiyes se

Partie I
soit (X,Y) € (Mp1(R))?*et S €S,
1. Vérifier les égalités suivantes
Bl AP ="YX
b) (XSY =< X, SY >=< SX,Y >.

€ Mn,l (R):

!

19

X GO I0EN soludgan) 1 4 ii ! (T 11, FTL S 50)

2. Montrer que pour

¢ g@@) ‘Ad e SER).

), alors S est semblable a une matrice
e matrice orthogonale '
X SX = 0 Mon-

1
\
j

€ S.(R). Montrer que'S € S} (R) si et seulement si toutes
valeurs propres sont positives. .

g

5.-S0it S € S (R) Montrer que les assertlons suivantes sont
équivalentes ;' - .

a) S est définie ‘positive .

_b) Toutes les valeurs propres de S.sont strictements positives,

— U

. ©) Il existe M € GLy(R), telle que S =t MM,

d) S est positive et inversible.
6. Soit S € SF(R).

a) Montrer qu'’il existe une unique matrice T € S} (R) telle que
= S. On note T' = +/S.

b) Justifier qu'il existe B = (V4, ..., V,,) une base orthonormée de
M, 1(R) formée des vecteurs propres de S.

c¢) On note A1, A, ..., A, les valeurs propres de S et jq, o, siey p
les valeurs propres de S deux & deux distincts.

On considére les polyndomes d’interpolations de Lagrange en
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i1, fi2, ooy fip définis par:— ————
p C . b
X —u; N 9Uri
Vi € {1,550k L‘(X)=H o f i
E , e

i) Soit i € {1, .., p}, calculer L;(S)Vi, Vk € {1,...,n}... 1/
(On distinguera les cas px = A; et pp 7# X;).

ii) Soit P € R,_[X] tel que P(u;) =/ ;1 < i < p. Calculer

P(S)Vk, VK € {1, .. ,n}' . R e W
En dedmre P(S) VS (Ind. Exprimer P & Paide de
‘ L1,L2, L , ,
| 2b #ony guca “f iy
d)Onconsidere S={ 2 4 -—-17].° =70
-2 -1 4
Justifier que S} (R) et déterminer VS
artie II g 5 EDIGU

it A € M,(R), on définit lapphcatlon R4 (appelée quotlon de Ray-
h) pour la matrlce A par :

Ry : My(R\{0} — R, X —

1 suppose désormais que A est une matrice s _
pres A, Ag, ..., Ap, comptées avec leurs ordres d

1 que

' Seit B (W, .., V,

MS<X L. <M.

e 7
1yl 3

») une base orthonormé de M, ;(R) formée des vec-

-| teurs propres de-A tels que AV; = \;V;.

iV; élément de M, ,(R)\{0},

Z )\,:1:

) Zx

que \; < RA(X) <A VX € Mnl(R)\{O}

” .;..; < -.l'

\lculer RA(V) pour tout 1<i<m.

4. Déduire que s RA,(X) = Ny et:ri;% _RA(X) = )\

-5. Montrer que Ry-est continue sur M, ,(R)\{0}.

16 Soit: F={X1€ My1(R); < AX, X >= || X||*}.
Montrer que F' est un fermé. il
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