Prof : Nedra Moalla

Préparatoire MP2

Probleme Algebre

Isométrie vectorielle

Partic I

Soit (£, < .,.>) un espace cucIidién de dimension n.e W
On rappelle qu'un endomorphisme u de E est orthogonale ( ou isométrie vectorielle) iV z € E, ||u(z)|[ = |I]]-
O(g note 0&5’) 'ensemble des endomorphismes orthogonaux (des isométrids). Cc

c

1. Montrer que (O(E), 0) est un groupe compact. \

2. Montrer que u € O(E) si et seulement si < u(z), u(y) >=< z,y Zyy € E.
3. Soit F un sous espace vectoriel de E et Sp la symétrie ?1@2 par rapport a F. Montrer que

Sr € O(E).

4. Soit u un endomorphisme de E. Montrer que u est ul endomefphisme symétrique et orthogonal si et
seulement si u est une sywétric orthogonale

5. Soit u € O(E),jmontrer que det(u) € {-1,1}.

&_)) Montrer si u admet une valeur propre rélle ) € R, alors A € {-1,1}.

Q Montrer si 1 et —1 sont des valeurs propres de ) alors les sous propres E; et E_; sont orthogonaux.

8. Soit u € O(E) et F un sous esp ve&foricl dc E.
Montrer que F' est stable par u s(!:ﬁl;l ent si F- est stable par u.

Partie IL ,\@

1. On pose O,(R) I'ensémble™des. matrices orthogonales.
On note SO,(R) = {4 € P2(R) tel que detA = 1}. Pour ) € R, on pose Ry = ( z:((g)) _Cz:(lg))) )

Montrer SO;(R) = {Rs, 0 € R}.

2. Soit u € L(E).
a) Montrer que si Spr(u) # 0, alors il existe D une droite vectorielle stable par u.

b) On suppose Spa(u) = 0. et quepg,(X) = P,....P, avec degP, = 2, V1 < k < r.

Posons Pi(X) = X?+aX +bavec A = a? - 4b < 0.
Soit z € ker Py (u)\{0}. On pose F = vect(z, u(z). Montrer que F est stable par u et que dimF = 9.

»On consdere dans la suite u un endomorphisme orte:gonal.

(I;Justiﬁer que si £ est un sous espace vectoriel stable par u, alors up, I'endomprphisme induit par u sur

F est ortogonale
tm Coundore dam 8-_ A\ € On@)
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1. a) Montrer par récurence sur la dimension de E qu'il existe, 0y, 0,,..., 0 éléments de |0, 2x[\{x} et une
B.O.N de E dans laquelle la matrice de u est digonale par blocs, sous la forme

! R | S RO |
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MuB)y=| . . Ry 0 0 (*)

014, 0 0

S o 0 R,

b) Déduire que pour une matrice O € O,(R), il existe p7 g et & des entiers naturels p + g + 2k = n, 0y,
0,..., Oy ¢éléments de 0, 2n[\{7} et P € O,(R), tels que

el e 8 )
N o i)

Do B -ty iRy D)
g a0 - Cbb
0 . nci0Ry 3

avee [ # idp, B = (V1,Vy, V4)

Montrer que f est une rotation d
Partie III "Le groupe SO4R) % e par arcs pour n > 3.
Soit n > 3, on note SO,(R) a(R) tel que detA =1}.

2: Dcdulre que O € SO,(R) si et seulement 51 1l existe p et des entiers naturels p + 2r =n, b, 0,,...,
éléments de )0, 27| et P € On(R), tels que’

, Or

-

L 0 « 4D
2 o Ry €l il ) &4
O=81"0 5. 00054
o..ORo,

3. a) Soit O € SOn(R) , montrer qu’il existe un chetmﬁn contenu dans SO,(R) reliant I, et O

b) Déduire que SO,(R) est connexe par arcs.
. Soit A € M,(R). On pose H = {!UAU, U € SO,(R) }.
Montrer que H est connexe par arcs.
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