Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Probléme de Révision" Algébre "
Calcul de la distance d’une matrice de M,(R) au groupe orthogonal O,(R)

Notation
Dans tout ce probléme, R désigne le corps des nombres réels et n un entier naturel tel que n > 2. Sip € N*,

on note M, ,(R) P'espace vectoriel des matrices a coefficients réels, & n lignes et p colonnes. Si p = n,
M, (R) est noté simplement M,,(R), c’est ’algébre des matrices carrées d’ordre n 4 cogfficients réels; la
matrice identité de M, (R) est notée I,,.

Pour toute matrice A de M, ,(R), *A désigne la matrice transposée de A et 13¢A) soigang ¥siAl € M, (R),
on note Tr(A) la trace de A et det A son déterminant.

On munit M, ;(R) de son produit scalaire canonique défini par :
V(X, Y) € (Mn‘l (R))2, (X, Y) =t XYC@

de composantes z, ..., T,. Exprih ire XDX dlaidededy;...;ds et 21, ... %ns
1.2. En dédduire que la matri -

positives.
1.3.2. Seit A € My(R matrice symétrique.
(i) Justifier Siste une matrice diagonale D € My (R) et une matrice orthogonale P € M,(R)

e si les valeurs propres de A sont positives, alors A est une matrice positive.
1.4. Soit B € M,,(R). Montrer qu’il existe une matrice diagonale A € Mn(R), & termes positils, et une
matrice orthogonale P € M, (R) telles que ‘P('BB)P = A.
1.5. Produit scalaire canonique de Mu(R)
Montrer que I'application ¢ : M, (R) x M,(R) = R, (4, B) = Tr(*AB) est un produit scalaire sur

M, (R).
Dans la suite, on notera || - ||2 la norme associée a ce produit scalaire.

1.3.1. Mont;%: me symétrique A € M,(R) est positive, alors ses valeurs propres sont

Partie II "Décomposition polaire d’une matrice de Mn(R)"
2.1. Soit A € M,(R); on note A, As, ..., A, les matrices de My, 1(R) qui forment les colonnes de A et

on suppose qu'il existe une matrice diagonale D = diag(dy, ...,d,) € Ma(R), & termes positils, telle que
tAA = D5,
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2.1.1. Montrer que, pour tout (i,7) € {1,...,n}* ‘Aid; = d? 6, avec &5 = 181 i = jet §; = 0si
i # j. Que vaut A; lorsque d; =07
2.1.2. Montrer qu'il existe une base orthonormée (£y,...,E,) de 'espace euclidien (M 1(R), (-,))
telle que, pour tout ¢ € {1,...,n}, A; = d;E;.
2.1.3. En déduire qu'il existe une matrice orthogonale E de M, (R) telle que A = ED.
2.2. Soit B € M,(R).
2.2.1. Montrer qu'il existe une matrice diagonale D € M,(R), & termes positifs, et une matrice
orthogonale P € M,,(R) telles que ‘P'BBP = D,
2.2.2. Montrer alors qu'il existe une matrice E € O,(R) telle que BP = ED, puis en déduire qu'il
existe une matrice orthogonale O et une matrice S symétrique positive, toutes deux éléments de
M, (R), telles que B = OS.
2.3. Application

-1 =2 -1
On pose C = ( 2. 11 ) . Déterminer O € O3(R) et S € M3(R), symétrique et Bo @ ~telles que
1 1 @
C =08S.
Partie III"Application & un calcul de distance"
On rappelle que I'espace vectoriel M, (R) est muni de la norme ||-||2 assoct uit scalaire (A, B) —
Tr(*AB) et que
Y(M,N) € (M,(R))?, Tr = ).
3.1. On rappelle que O,(R) = {M € M,(R) ; ‘MM = I}.
Montrer que O, (R) est un compact de M, (R).
Dans la suite de cette partie, on se donne A € M, ( cherclfe & calculer la distance
d(A,O,(R)) = Me"olf(n) — M|ls.
3.2. Justifier que cette borne inférieure "
3.3. Montrer que, pour toute matrice . QA2 = ||AQ||2 = || A2
3.4. Soient O € O,(R) et S/HM,, e symétrique et positive telles que A = OS.

3.4.1. Montrer que, pour rice 2 € O,(R), ||[A = Q|2 = ||IS — 07'Q|2 et en déduire que
d(A, On(R)) = d(S, O,(R)).
3.4.2. On note D une mat

I'existence des matrices P wis phontrer que d(A, O,(R)) = d(D, O,(R)).

<3

3.5.3. Montrer)rfue, pour toute matrice Q € O,(R), |D - Q|3 = Z A2 —2Tr(DQ) + n.

3.5.4. Conclure que d(D, O,(R)) = ||D — I,,||2 puis que d(A, O, ]R) = ||A = O|2.
3.6. Application

-1 -2 -1
Calculer d(C, O3(R)) ou C est la matrice définie par C = ( by R | ) .
1irid 2
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