Conditionnement d’une matrice et applications

Daus tout ce probldie, n désigue un entier naturel nou nul, et ou tappelle que M, (R) désigue 'enserble des watrices
carrdes A n lignes et n colonnes. On note D, (R) le sous-espace vectoriel de M, (R) des matrices diagonales.

On rappelle que l'on désigue par 37 la transpasée d'une matrice M.
Pour allézer les notations, on identifiera les vecteurs de R™ aux matrices colounes de M, | (R).
On désignera par 8§ = (E£),F,....E,) la hase canonique de R™.

On munit R* de la norme -]l en posant pour tout r = (ry,....1,) € R", Izl = E :,’ qui est la norme cuclidicnne

=1
.

associée au produit scalaire canouique () de R™ ol par déGnition, pour tout X et ¥ de R™, (X.Y) = X}

Pour toute matrice Al de M, (R) on note p(Af) le réel défini par: p(M) = ylax

1 I\l
€Spa(AN

On note par ailleurs S} (R) 'ensemble des watrices symétriques positives de M, (R) et par S7+* (R) l'ensemble des
matrices symétriques définies positives de A, (R).

Partie A — Construction d’une norme sur M, (R)

On se propase dans cette partie de montrer que U'applieation N donnée sur M, (R) par:

N:Aw— sup [JAX]
1X1=1

cxt unc norme sur M, (R) ct d’'cn étudicr quelques propriétés. '

I - Etude de l'application N

Dans toute cette partie, on considére A une matrice quelconque de M, (R) dont on note Ly, La, ..., L, les n lignes
et Cy, Ca. ...C, les n colonnes, que I'on pourra identilier A des éléments de R™.

Q1. Soit X € R" tel que ||.X|| = 1. En notant Al = lTnx [ Lil!, montrer que :
nn
JAX] € M/n.

Ou pourra au préalable s'intéresser a la i€ ligue de la watrice AX et utiliser 'inégalité de Caucly-Schwarz pour
les vecteurs de R".

AX,
Q2. En déduire que 'application N est bien définie, puis que : N (A) = \mr' !‘ﬂ X ",']n.
Nav0 0l

Q3. Moutrer gue l'application N ainsi définie est une nonme sur M,, (R).

Q4. En ot-il de méme pour l'application S: | M,(R) — R, 7
M — p(AM)

Q5. Soit A € D, (R) dont on note §,. ..., §, les termes diagonaux.

Jérifi N (4) = max |§,].
Vérifier que N (4) ln‘|Ia<v<"| |
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8 B

Qn. A Vaide de Papplication X s JAX 7, dénontrer que . N (A) = Jmav 1Ax1

Q7. Naldirque . YX € R™, JAX ] < N (A)iX].

Q8. Soit M une antre matrice quelcomaue de M, (R). Montrer que

_ N(AB) € N(A)N (D).
Q0. Moutyer que Jnax 1C0 € N (A) -

Q10. Diterminer N (A) dans le cas ol tontes lev colonnes de A sont nulles, sauf la dernidre.

00 0 ;
En didulre N(A) dans Jocns ol A= [0 0 ~1]). "
00 1

II — Cas des matrices orthogonales et symétriques

Dais cette partie, A désigne une matiice quelcomue de M, (R) et {7 uve matrice orthogonale de M, (R).
Ql1. D terminer N(U).

Q2. Dimantrer que N(I7A) et N(A) sont égales.

Q13. En consldirant Xo € B™ oit [ Xol] = | ted que JANXG]] = V(.A), démontrer que N(AU) = N(A).

Q14. On mippase de plua dans eette (restion imiguement q;w Ia matrice A est nne matrics svmétique réelle de
M. (R).
Montrer que i N (A) = p(A).

211
Q15. Diterminer N(A) dans Je cas oy A = (l 2 l).
).} 2

Partie B — Conditionnement d’une matrice pour la norme N
On dtinit sur GL, (R) 'application notéc cond par : cond: | GL, (R) — R A
I A — N(AN(AY)
I = Quelques résultats sur le conditionnement
Dans toute ertie souspartie, A désigne nne matrice inversible de M, () et I/ une matrice orthogonale de M., (R)
QIL6. Montrer que : 1 € cond (A),
Q17. Quel liens a-t-on entre coml (A) et coml (@A) powr a ¢ R*?
QI8. Démontrer que cond(U) = 1.
Q19. Que dire de cond(l’A), cond(AU) et de cond(A)?

IT = Un exemple de minoration du conditionnement d'une matrice

' 1 M =
On suppose dans cette partie uniquement que A = (a, ) 1 oh: @, ;=¢ 2 s yg=i-1,
- 0 sinon
L]
Q20. On considire le voetiur X de R* donné par : X = Z( S § ol i >
bwt
Montnr que AN = £,
Q21. Déduire de ce qui préoile que N (A°') p 20! .

Q22. Justifier JAE;] > 2, powr eu déduire que cond(A) > 2%
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Partic C - Conditionnement pour une matrice réelle inversible

Q23. Svit S une matrice de S (R).

On consldire € = (V4,....V,) une base diagonalisante orthonormée de R™ o0 pour tout 1 € {1,...,n}, V| est un

veetour propre associc a b valour propre notée A, et ol 'on suppose que Ay € ... € A, sont les valenns propros
de S comptées avee leur ondre de nultiplicité,

Montrer que: N (§) = ’r{x.lx“ [(SX.X)]

Q24. Soit A & M, (R) non nulle.
Démontrer que la matrice A7 A appartient & S} (R) pour établir que N (AT A) = N(A)2.
Q25. Déluire de ce qui précdde que pour A € M, (R) nou nulle : N (A4) = \/p(ATA).

Q26. Oa suppese dans cette question que A ot une matrice M, (R) inversible.

En remarquant que ATA = A~1AATA, démontrer que les matrices AAT et AT A ont exactement les mémes
valcurs pruprus.

Q27. Soit A € M, (R) invensible. On note pm et par respectivement la plus petite et la plus grande des valeurs
propres de ls matrice ATA ¢t ot l'on suppose que I'on 8 0 < jte, < fiag.

Moutrer que = comd (A) = [:% :

Q8. F.xpnmtr’roml(.d) lorsque A appartient & S}* (R) a l'aide des valeurs propres de A en remarquant que
ATd= A2 :

Partie D — Calcul explicite de conditionnement

2 =1 0)
Dans toute cette partie, on désigne. par T la matrice de Mu(R) domnée par: T = i
tosiute =1
g (0) 1+ 2

Le but de cette partie est de déterminer la valeur de cond(7") en commengant par déterminer les éléments propres de
la matrice T,

Q29. Moutrer que les valenrs propres de T sont. réelles.

Q30. Soit k € N tel que k ¢ (n 4+ 1)Z. On considére le vecteur Uy de R” donné par :

o ) o (25) o (B2 (25

Montrer que Uy est un vecteur propre de T" et préciser la valeur propre associée.

Q31. En déduire I'ensemble des valeurs propres ae 1.
Q32. Déterminer alors la waleur de cond(T).

Partie E — Inégalité de Kantorovich

Dans tonte ertte partie, A désigne une matrice de SF+ (R) et on désigne par Ay,...,A, I'ensemble de ses valeurs
propres ol I'on suppose que 0 < A} € A € ... € Aq et comptées avec leur ordre de mulliplici!é, et on désigne par
C = (V1,....Va) unc base vrthonormdée de R* l'ul’mut de veeteurs propres de A,

On se propose d'établir le résultat suivant, appelée inégalité de Kantorovich :

2
(K): VYXeR" X' € (AX.X){(A'X. \’) (\/_W—) ./_mn‘du;) nxnt.
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1 = Uno premldére démonstration
Oun déxlgno par £ 1o polynome de RIX] donnd pur 22« X7 (A 1 A) X 4 MAa,
Qas. Exprimer cond(A) A 'nlde des valenrs propres de A,

Q34. On adinet que Papplieation (1)t | R" x R"  —» R ent un prodult sealalre sur R™,
(XY) = (AX)Y)

A Paide do indgalité de Cauchy-Schiwarz, démontrer que 1 YX € R, | X]|* € (AX,X) (AT'XX).
Q5. Montrer que: Yk € (1,....n} (M) €0,
Q30. Déterminer les valeurs propres de In matrice B = A~ P(A) et en déduire gue, (B.X,X) < 0 pour tont X € R",
Q37. Pour X ¢ R" fixé, on déslgue par f la fonction polyubtie de degré 2 définie par :

J:|R — R
A= (AN = (M M) XA+ XA (ATRXLX)

Vérifier que f(1) = (BX,X), montrer que f(0)f(1) € 0, puis établir que :
) (M EANIXE =4 (AKX (ATIX X)) AN, 20,
Q38. Déduire de ce qui préecéde I'inégalité de Kantorovich,

11 — Une deuxidme démonstration

On admet que, pour établir Ia relation (K’), il suffit do Ia vérifier ponr un vecteur X de norme 1, ,

Dans toute cette partie, X = (ry,...,7,) désigne donc nn vectenr de R™ de norme 1 dont les coordonnées sont données
duny la buso C.

On counsidire ulory un espace probubilisé (€,4,P), et on diéfinit ls variable aléatoire ' Z par :

Z) = (A et Vie{l... ), P(Z=A]) =22
Q39. Justificr que 'on définit bicn une lof de probabilité pour Z,

& 1
Q40. Justlfier que Z el 7 admettent une espérance, puls les exprimer en fonction de (AX.X) et de (A1 X, X).

Q41. En remarquant que la variable al("mluiw (Z-M)(Z -~ ;\,.) est uégative, établiv I'inégalité suivaute :
I M4 A~-2Z

Z% ok
: ;¥ ; 1 1 IR A YR W
Q42. En d&duire alors que : - E(Z)E (2) < T (E(Zj TR ) + 73 vy

Q43. Déduire de ce qui précéde In seconde partie de U'inégalité de Knantorovich.

o Fin o
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Partie A. Construction d’une norme sur M,(R)

1. Etude de I’application N sur M,(R)

1. Soit X € R™ unitaire. La ligne i du vecteur AX s'écrit : :
(AX); = Za..,x, (Li, X)

D'aprés Cauchy- bclmartz ona:
(Li, X) < [LilllIXN < M

Puis :

[AX| = \I_i(AX)? < \Jz":m =Myn
1=1

1=1

2. Drapres la question précédente, pour tout A on a la quantité [|A|| qui est finie donc I'application N
mt bien définie sur M, (R). On pose S! la sphere unité sur R®, on a N(A) = supy. g [|AX]|. Notons
= {H_T | X € R"x}. En effet X # 0 équivaut & [|X[| # 0. Si Y € T, alors il est clair que ||V =1 et

Y € 8! donc T C oo. De plus, si X € S!, alors || X|| = 1 donc X/||X[|=Xet X e TdouT = S! et
donc N(A) = supycr [[AY ]| =3 xcpn. |IA-[—|| puis par homogénéité de X — || X|| sur R", on obtient le
résultat. (un peu bizarre comme question parce que ca parait vraiment trivial comme résultat)

3. On le fait brievement :
o Homogénéité : On utilise '’homogénéité de || - || sur R® et 'homogénéité du sup (je sais pas si c'est
au programine). :

e Séparabilité : si N(4) = 0, alors pour tout X # 0 (d’aprés la question précédente) ||[AX|/[|X|| =0
or || X|| # 0 donc [|[AX]| = 0 et donc AX =0 pour tout X # 0. On en déduit A =

e Inégalité triangulaire : On utilise I'inégalité triangulaire de || - ||. [|(A + B)X|| = [|[AX + BX|| <
[[AX] + [|IBX]|| < N(A) + N(B) pour || X|| =1 et en passant au sup sur S' on obtient le résultat.

4. Non, une matrice triangulaire supérieur avec que des 0 sur la diagonale vérifie S(M) = 0 car Sp(AM) = {0}
mais clle n’est pas forcément nulle.

5. Notons § = max; d;. On a pour X tel que || X||=1: S
ax|? = Za?; < &|X| =6

donc ||AX|| € & > 0 (on ne s'occupe pas du cas ot A = 0 qui n’a pas d'intérét) et donc N(A) < 4.
Puisque A est supposée non nulle, il existe g tel que § = |§;,|. Ainsi en prenant le vecteur X, qui n'a que
des 0 sauf 1 sur sa i5™" composante (et donc || X;, = 1]|), on obtient :

AXGll = 18] = &
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9.

10.

Dol N(A) =

On sait que I'application X + ||AX]| est continue sur R" car polynomiale en les composantes de X.
Comme S' est un compact (fermé born¢), X ~ ||AX|| est bornée et atteint ces bormes sur S'. En
particulicr, il existe Xo € S* tel que pour tout X € S', ||AX|| € [|AX¢||. Ainsi par définition de N(A),
N(A) =supyxest |AX]| = [AXp]| = maxg: [|AX].

Si X =0, OK. Sinon, on pose X = X/||X]|. Puisque X € 8!, on a par définition (et d'aprés la question
précédente), |AX]| € N(A). Puis on applique I'homogénéité (le [l -l et on fait passer le || X|| de 'autre
coté et on obtient le résultat. .

Soit A, B € M,(R), soit X € R" différent de 0. D'apreés Q7, on a :
1ABX) < N(ABX|| < N(AN(B)X||
puis en divisant par || X||, on obtient :
IIAB-\ <N (A)N (B)
vraie pour tout X € R" donc sur 5l (car lorsque X parcourt R, X pm'court S') Pum en passant au sup
sur S', on obtient le résultat. ‘
1l suffit d’appliquer Q7 & X =¢; pour i € [1,n] puis de fwscr m'x max. En effet C, ; Ae;. )

On a pour X = (z,22,23)7 € § : AX = 713(0,-1,1)7. Ainsi ||AX|| |r3|]v2. Or Ia'-,l 1 donc
N(A) < V2. De plus, ||Aes|| = V2 donc N(A) V2 car N(A) correspond au max des ||AX]|| sur S?.

II. Cas particulier des matrices orthogonales et symétriques

11.

12.

13.

14.

15.

Ona||UX|?=(UX)TUX = XTUTUX = XTX = || X||* = 1 sur S* (car U est orthogonale : UTU = I,,).
Ainsi pour tout X, |[UX]|| =1 donc son sup vaut 1 et N(U) =1.

On applique le méme raisonnement : pour tout X € !, ona |[UAX||? = (UAX)TUAX = (AX)TUTUAX =
(AX)TAX = ||AX||? donc leurs sup son égaux sur S' d’oit N(UA) = N(A).

Attention au sens, AU # UA. Puisque U est une matrice orthogonale, c’est une isométrie b‘ijecl.ive (car
inversible). Ainsi lorsque X parcourt S!, ¥ = UX parcourt S! également donc :

sup |A(UX)|| = sup [|AY]|
Xes! Yes! «

d'oit N(AU) = N(A).

Si A est symétrique réelle, d’aprés le théoréme spectral il existe P € O,(R) e¢ D € D,(R) tel que
A= PDPT. En appliquant Q12, on a N(4) = N(PDPT) = N(P(DPT)) = N(DPT) puis en appliquant
Q13, N(DPT) = N(D). Ainsi d'aprés Q5, N(A) = N(D) = max; |A;| = p(A). (on appelle ); les éléments
diagonaux de D soit les valeurs propres de A). . ; 3

Soit on calcule Y4 soit on remarque que 4 est valeur propre associée a4 (1,1,1)7 et 1 est valeur propre
double associée a (1,—1,0)7 et (1,0,~1)T. Donc d’aprés la question précédente, N(A) = p(A) = 4.

Partie B. Conditionnement d’une matrice pour la norme N

I. Quelques résultats sur le conditionnement

16.
17.
18.

On applique Q8.
Sia € R*, (ad)~' = LA~ Puis en appliquant l‘homogénéité de N, on obtient cond(aA) = cond(A).

On a vu Q11 que N(U) = 1 pour U € O.(R) donc cond(U) = 1. (On reprend le méme raisonnement que
Q11 pour montrer que N(UT) = 1 ou dit juste que U7 est une isométrie donc préserve la norme de la
méme maniére que U).
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10, Onacond(UA) = NUAN(UA) 1), Puappliquant Q12, N([7A) = N(A) et N((FA) ) = N YY) -
NEATUT) = N(AY enappliquant Q13 Alnst cond (17 A) = cond(A). De la méme manidre, cond(AL’) =
cond (),

11. Un exemple de minoration du conditionnement d'une matrice
200 Onapomr 1 <e<n=-1:

(AX) =) 0, Xy = Y ay(=1)ran

=1 I
= l(-l)""l-‘vt—i +2(—l)“_(.’”‘-\"-“§n
= U

puis pour ¢ = n, (AX), = L

21, D'aprds co qui précide X = A 'E, avee E, € 8! done par définition, N(A 1) > ||\ or :

".\'"3 - \; ((_l)"-ln.v\-l)‘, & Z..,:(n-l) > .-,}q..-”
b=l ' )

done J|X] > 2" (il s'agit d'une somme de terme positif done supéricur & chaque tenne, en particulior
celui pour & = 1). D'odl le résultat, }
22, On note € la j*™* colonne de A, On a:
AE;=Cy = |AE=|C:ll=V2+12=Vi>2

On en déduit en particulier que N(A) > 2 par définition de N(A) puis en appliquant la question précédente,
on obtient le résultat,

Partie C. Conditionnement pour une matrice réelle inversible

23. Ona vu QU que pour S symétrique réelle @ N(S) = p(8) = |\] = A (S € S (R)). De plus, soit X € S',
En éerivant X dans la base C, on a:
n
X=X\
T

nvee | X| € Lear ||X|| = 1 (facile & montrer par 'ahsurde). Puis :

e\ = E NX.Vi

-l
ot par bilinéarité du produit scalaire :

n n " n
(SX,X) = 30D AN VT = ST AND €A YD X2 = ALlIX]R = A
N i1

wl =1 -1
e wdiy ;

car X7 > 0ct \ > 0D'o0:
(SX.X)] € Aw

pour tout X € St or [(SV, V)| = A, avee [|[Vi ]l = 1 done V,, € 8. Ainsi
N(S) =\, = max [(SX, X)]
24. Oua clairement ATA qui est symétrique réelle. De plus, ona pour X € R™ 0 (ATAX, X) = (ATAX)TX =
(AX)(AX) = JAX|* > 0 doue AT A est bien dans S,! (R). Puis il vient d'aprds Q23
N(ATA) = max {ATAN, X)| = max nAx)?

Or les || AN sout positif done on pent sortir le caré et on obtient ¢

2
N(ATA) = (nmx IM.\'II) w N(A)?

3
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26.
20,

27.

28,

D'aprés Q5, on a N(ATA) = p(A" A) puls on applique la racine sur les quantités 0 < N(ATA) = N(A)?,

Ona ATA = PAATPV avee P = A~ done AT A et AAT wont semblnbles, Or denx mntrices sernblahles
ont lo mdme polyndme caractéristique done les mémes valours propres,

D'aprds Q25 @

cond(A) = N(A)N(.A-l) = \//’(ATA)\/I'((AAT);')

En effet N(A™Y) = /p((A-DTA-T) = /p((AAT)-T)! Or comme p1,, > 0, AAT ent bien inversible et
les valeurs propres de (AAT)™! sont (1/ptmy ... 1/par) dont Je max vaut p((AAT)"1) = L. Sachant

P(AT A) = pag, on en déduit le résultat.

Si A € §*(R), alors Sp(A) C RY et en prenant toujours 0 < Ay < --+ € A, ses valenrs propres, on a les
valeurs propres de AT A = A? qui rout les A?. On en déduit alors :

AN _ A

.cond(A) = Y] ol
1

Partie D. Calcul explicite de conditionnement

29.
30.

31.

32.

T symétrique réelle donc diagonalisable dans une BON avee un spectre réel,

' wk 4 2wk
(TU), = 2sin (n+ ]) —sin (n +])

or sin(2r) = 2sin(x) cos(x), Ainsi :

Ona:

wk

() =2 (1 - eon(; fl))m--( T =2 (1-cos(; +,$) (U2

On caleule de méme les (TUy),, et pour les (T'Uy); pour.i € [2,n— 1], on applique sin(a+ b) +sin(a — b) =
2sin(a) cos(b). Finalement on obtient que Uy est un vecteur propre associé a :

,\k=2(1—-cos("1::l))

On en déduit I'ensemble des valeurs propres qui est {Ak}reqi,n car les A sont distincts. De plus :
kx (k+1)m ))

n+l)—cw( n+1

A1 — A =2 (cos(
or cos(r) est strictement décroissante sur [0,‘1r] donc pour &0z 5 aZg.ona:

n+1
(k+V)x, ., kn
ou(= ) < eou(—=7)

d'ott Ay < Apyq avec A; > 0. Puisque 'ensemble des Ay est de cardinal n et qu'on sait que T est
dingonalisable, c'est bien I'ensemble des valeurs propres de T.

On a question précédente que 0 < Ay < --+ < A, donc T € S+ (R) puis d'apres Q28 :

' i 1 mq("“
cond(T) = -X; g o w“(.—n)

or cos l)-—cns(w —-—[)-——coq( ) d'otr :

n+l
L+ cos(;5
1-

cond(T") =

n+l)

Je pense que ce résultat est accepté mais on peut développé un petit peu encore gachant 1 + cos(r) =
0s?(r/2) et 1 — cos(0) = 2sin?(z/2) :

|

cond(T) = .

tan( ?rvT'm )2

4
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(les denx dernidres formules trign ne sont pas usuelles et pour les personnes qui ne les connaltraient pas par
cocur, cola ferait perdre un certain temps pour les retrouver si on est un peu maladroit dans les caleuls,
surtout ponr oltenir une formule qui n'a bax lu.‘\utm]lp plus d'intérft. Done Je pense que la premicre
formule est suffisante).

Partie E. Inégalité de Kantorovich

I. Une premiére démonstration

33.

4.

36.

37.

Un pen nulle comme question parce que c'est le résultat de Q28 done »i on n'a pas réwsi Q28 on perd
automatiquement une question et on est mal parti pour cette partie,
An

cond(A) = A
1

Soit X ¢ B™. On note (U, V)5 = (AU, V) qui est bien définit comme un produit vealaire wur B < B, On
a alors d'aprés C-S
(U V) € (UD) AV V)A
Enprenamt I/ = A 'XetV =X, ona:
(X, X)2 = | X € XA XAX X)

puis on conclut par symétrie du produit scalaire.

Si on calcule les racines de P, on trouve Ay et A,. Ainsi P est du signe de sont coellicient dominant (ici
positif) xauf entre ses racines done P est négatif sur [Ay,'\,]. Or puisque pour tout k, Ay € [\, A,], on en
déduit le résultat,

Autre justification : P(X) = (X = A))(X = A) done P(Ak) = (M= M)A = A) or Ax = A 2 0 et
At = Ay < 0 pour tout k d’ol le résultat.

A est diagonalisable : A = PDPT et A=' = PD='PT ou D=} = Diag(1/A,...,1/A,) (A, > 0). Puis :
P(A) = P(D* = (A 4 A\2) D + M AL PT
d'otr :
B = PD'P(D)PT
avee D='P(D) diagonale done B est diagonalisable. De plus ses valeurs propres sont ji; = -'—%‘—) < 0.

Ainsi Sp(B) € B_ donc VX € R", (BX, X) < 0. (pour le justifier on prend B = —B douc le spectre est
2 0 et on applique le cours puis on multiplie par —1 le tout).

Ona:

J(1) = (AX, X) + {(=(M\1 + Aa) X, X) + (MAATLX, X)
= ((A= (M + A\ n + MM A7 )X, X)
= (BX,X) .
<0

d'aprés Ia question précédente. Puis f(0) = M A (A7'X,X) > 0 car LA, > 0 et (A7'X, X) > 0 pour
tout X car SpA~! € R}. D'on f(0)f(1) 0.
Notons que le discriminant du polynéme f(A) est :

A=A+ MPIXN = A (AX, X)AT'X, X)

Puisque f(0) > 0, on a deux cas possible :
e Soit f(1) =0.

e Soit f(1) < 0 et donc f admet une racine sur [0, 1] d'aprés le TVI (car f est continue en tant que
fonction polynomiale).
Dans les deux cas, f admet une racine réelle done finalement son discriminant est > 0 d'oi :

(A1 4+ )X = 4 A (AX, XNATIX, X) 20

J
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A8 Ona vu QU ba pressiiee indgatitd - BN 5 (AX, XA "X X)) Diapeds la question peévddente, on a

(A4 Ae)!
4 MAG

B ?
e A A A L™ feomn
ATE (\V\L) (\/*- Vi ) (\“""'-'r tadiana )
d'on le veaultar

(AN, XA X, X) ¢ iy

i

1L Une deuxidme démonstration

39, Pubspee X ent unitaive, on s bien 0 € 57 < 1 done P(2 = )\) € [0,1]. De plas, Z(0) est dénombeatide of

PZ(M) =P (U(Z o .\.)) = fjr(z )= Er.’ -}
[ | el [ |

dose on définit bien une lol de probabilité,
40, 2110 et find dowe £(Z) oot une somume find qui est bien définle. Sinon, on peut remarquer que

£(Z) = Ex.r(z =)= 2.\.:, (AX,X) < 2

=l -1
O & de méme 1/7 et d'epérance linke car 1/7(Omega) ot finke, puls par le théordme de transfert
mm-Z-r(z ‘-’*E-—' » (AN, X) <
o-l =1

bien éfind ear A\, > 0 pour tout | paleque A € 82 *(K)
41, [suflit de dite que & ne prend comme valeus que bes Ay of pour A, on a
(= A= A = A = (A AN A 80

d'ol
MAL € (A 420N = N

puls en multipliant par =g >0, 00 8
1 < A4 A, =\
AT M,
ceci étant vrai pour tout 1, ot en déduit Uindgalité pour Z.
42, Dapris eo qui précide et puisque Uinégalité précddente est vraie presque surement, on applique la crols-

sance de espérance et ¢
(A 4+ \)E(2) = f(Z):

E7)E(5) <

ATE
(car E(Z) 3 0). On virifie en développant le membre de drolte fournt par Vénoncd que des denx expressions
sont bien égales.
43. Puisque —-—([(Z)— Bl “)’ 20,0onn:
1 Ay 4+ A, (N4 A7 (4 M)
U= (AP : Xt
(@)= 4\\”) IR 5 v R 1 vy v S

Fn remplagant £(7) = (AX, X) et [{ }) = (A X, X), on et ramené & la méme conclusion qu'i la question
J8

6
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