2. La matrice de u™ o u est ‘BB qui est une matrice carrée symétrique n. donc elle est
diagonalisable dans une base orthonormée de R™.
Soit A une valeur propre de u*ou et &£ # 0 tel que u” o u(x) = Az, alors A(. L)y =
(u* o ulr). x), = (ux). u(x), > 0. donc A > 0.

J.orekeru” = VyeR" {yuir)j, =0 = Ty eR™ (z.uly)),=0 = =<
(Imui—,
reheru”ou= (Woulr)e), = (uleruri), =0= r € Keru Il est évident que
Keru Z Keru™ = u.

4. a) Si w” o u(r) = Az. alors u(.z) = 0 et uu” 2 uixr = Au(r), donc ufr) est un vecteur
propre non nul de u o «™ pour la méme valeur propre A.

b) L'endomorphisme «* o u de R™ est un endomorphisme symétrique car sa matrice est
‘BB. donc il est diagonalisable dans une base orthonormée. Si A est une valeur propre
non nulle de u*ou de multiplicité m. alors dimkeri u*>u—Aid) = m. Soit (v4. ... .v,) une
base de ker(u*ou—Aid). alors (u(ry), ... .u(v,)) est un systeme libre de ker{uon” — Aid).
[l en resulte que dimker(wou™ — Aid) > m. Par réciprocité dimker{u o u™ — Aid) = m et
A est une valeur propre de u o u™ de méme multiplicité.

¢) 51 Ar. ... A sont les valeurs propres non nulles de u™ o u de multiplicités respectives
my. ... ,my, alors R" = keru® o u = (==, keriu” o u — Ajid)) et R? = keru o u”
(<=1 ker(uou® — Ajid)). Donc rang{u o u™) = rang(u” o u). De plus ker(u"ou) = Ker u.
Done rang(u® o u) = rangu.

d) Sin > pet Aj. ... A sont les valeurs propres non nulles de u* o u de multiplicité
respectives my. ... ,m,, et sim = n — Z;=| m,, alors Pigg = (-1)" X" ™ H;.:l(x -
A)™ et Pgeg = (=1)PXP~™ n:zi(.\’ — A;j)™. Donc Pigg = (—=1)*"?X""P Pgep.




5. a) La matrice .X est de type (n, 1) et elle est de rang 1.

b) D'apres ce qui précede la matrice X'X est semblable & une matrice diagonale de

A0 ...0
0 ... 0 v . v 112 n 2
type | . .. : |- Commela trace de la matrice X*X est ||z|* = 3°7_, z%. alors
0 ... 0
A= {z]l®

b) Si |jz||ln = 1. H = 1, — 2X'X est la matrice de I'endomorphisme [ — 2u o u". avec
u I'application linéaire de R dans R™ de matrice X. H? = (I - 2X*'X)(/ - 2X'X) =
[-4X'X +4X'XX' X =[.car'XX =1.

Si‘XY =0.alors HY =Y. et HaX = aX - 2aX'XX = —aX.

B est damiva.
5 0 9 . Donc B'B est équiv

[ SV B

9 - .
B:(-l : .’BB:(g O)PtB‘Bzz

Y

(8% L it
e oo |

.

[ 2B SV )

0 0 0
lente & la matrice | 0 9 0 |.
' 0 0 9

. Soit 4 € M, (R} une matrice symetrique et soit p < n.

a) = b) résuite de ce qui précede. (1l suffit de prendre 'application linéaire n: R? — R*
de matrice B.)

b) = a) A € M,(R) une matrice symétrique et p < n de valeurs propres positives. Si
Al- ... . Ay sont les valeurs propres non nulles de A4 répétées autant de fois que leur ordre

de mKltipl;')cité. alors il existe une matrice P orthogonale telle que A = PD'P, avec ) =
‘ vis sss D

0 "% 0 w: 0

: .. g 0 '

g ) ; . avec (0,_-m, ) la matrice nulle de M, _,,(R1.

0 i 0 A.

0 ( On—m )
Comme le rang de A est an plus p, alors m < p. Il suffit de prendre la matrice B = PD,.

A1 0 e e 0 \
8 . 0 ... 0
: .. 0

avec D, € M, ,(R) la matrice D, =

0 (On—m.p-m )
avec (Dp—mp-m ) la matrice nulle de type (n — m,p — m).

4



Partie I -

-

(a) v™ € Kerp, <= v™u = uv™. Le résultat est vrai pour m = | puisque v € Kerg,.
On suppose que v™ € Kerp,, alors v™ by = py™y = pup™ = uwe™ = wv™*. Donc
vy = wo™H | ce qui démontre le résultat. '

(b) On suppose que v €. Keryp,. Soit P € R[X], alors P(X} = 37 a,; X% donc
P(v) = 377 s a;0°. Comme chaque v/ € Ker, et que Ker, est un sous-espace
vectoriel, alors P(v) € Kerep,. |

A2

v € Kerp, <= uv=vu &= u¢€ Kerg,.

i

Si v € Keryp,, alors d’aprés ce qui précéde pour tout polynéme P € R[X], P(v) €
Kerp, = u € Kerpp(,y. Donc pour tout polynéme Q € R[X], Q(u) € Kerppy =
P(v)Q(u) = Q(u) P(v). L SN |

Si z € Ker Q(u), alors Q(u) (P(D)(_z)) = P(v)Q(u)(z) = 0, ce qui prouve que Ker Q(u)

est stable par P(v). '

4 s

Si u® = P(u), alors i*y = P(u)u? uP(u) = uu®. Donc u est normal.

/L 4.
,'»4-

(a) Soient P et Q deux polynémes de R[X]. Comme u est nogmil, alors u € Kery,.,
- donc P(u)Q(u*) = Q(u")Pu). : ; Stk wy

. Dans le'cas ou Q = P, ceci nous donne qie P(u) est un endc;_xﬁo{:phisme.n_or_ma.L '

T . T -
- . ~ s - . - - - . o

i

®) Soit ce E, alos [[u" () = (u(2); () = (= @) = (Guad) = @it~ -

e

= . KeruCKeruu - -

# € Keru. < - Ihi(=)lf =6 y-%;r"rru-(z)u_ =0 “&= 1 € Keérs, donc -
o Keamgeuo Lo L T T e
x € Keratu = (u'u(z);z) = (u(z),u(z)) = 0.2 z € Keru.-I} est évident que

,

* Montrons que Keru = Keru®. Il est évident que Keru C Keru®. Soit 7 € Keru?,
alors u(z) € Keru = Keru®, donc 0 = (v*u(z),z) = {ju(z)|[*. Il en résulte que
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Keru = Keru®. On suppose que Keru = Keru™ pour un m > 2 et montrons que
Keru = Keru™*'. Il suffit de montrer que Keru™*! C Keru. Soit z € Keru™*!,
~ alors u™~'(z) € Keru? = Keru, donc z € Keru™.

2

(¢) On a montré que pour tout polyndme P € R[X], P(u) est normal. Donc Ker P"(u)

A Ker P(u) = Ker P(u )-

-~

ﬂ/ (d) Si w est un endomorphisme normal nilpotent de E, alors Keru = Keru™ = E, donc

u est 'endomorphisme nul.

Partie
A)

/

1. Soit v un endomorphisine de £ antisymétriqueet soit z € £. Alors (1;(1'),3:) ={z,v*(z)) =
~(z,v(z)) = (v(z),z). Donc {v(z),z) = 0.

Y

Inversement si pour tout = € E, (v(z), z) = 0, alors pour tous z,y € F, (v(z+y),z+y)' =
0. Donc pour tous 2,y € £, {(v + v")(z),y) = 0. Il en résulte que v 4 v* =0

7

2. Soit ¥ un endomorphisme antisymétrique non nul de E.

(2) Si A = (: 3) est la matrice de v dans B, alors ‘A est la matrice de v* dans B.

Comme ‘A = —A, alors A-est de la forme(_?w :;))’ avec w #0, car v est non -

nul.

La matrice de v” est A%, donc v? = —w?1d.

-~ - . - F Do ! -
T~ P . . . R - - =

(b) Soit e un uecteur de E de norme 1. B N
Comme=% _n'admet pEs. de valeur propre- veelle alors (e,-;éf;(e)f éét?un’s'}stéme
lxbre De plus (q, nv(e}) 0, d aprg ce qm precede, denc (e, Aufe)) est une ‘base _

? vl

" lw" ~=()

~o - - - -~

Soit u untéhdoﬁxorpl{'gs_mé’de Eet ﬁ':(: g) fa matrice'de u dans B. -- o

- : orthonormee de E La matrrcedcv dans Céttebase est ( 0 !wr) i e “



3. u est normal si, et seulement, si A*A = ‘AA. Or ‘AA = (‘21;6 ‘;gi}f) et

) A:Az(:;ig; :z:ff)_ooncm ‘AA est équivalent & (§ ~7)(B+7) = O et
(8= 1)a-d)=0.

*

4. (2) Si B = v, alors A = (z g) Donc A est symétrique, et comme la base est

orthonormée, alors I’endomorphisme u est symétrique.

2

/{ (b) Si B # v, alors les équations précédentes dongent: 7 = - B #£0eta=4 Le
polynome caractéristique de u est P,(X) = (X — a)? '+ 8% Comme § # v, donc
B # 0 et donc u n'admet pas de valeurs propres réelles. Il existe r > 0 et # € R tels

g _ . [cos@ —sin@y
4 quea+if =re etdonc A=r sin'® 0050)'

.

B)

Soit u un endomorphisme normal et soit P, son polynme caréc:tféﬂst}quc‘ :

1. Si P, est scindé sur 'R, alors u admet au moins une valeur propre réelle o. Si & est un -
vecteur propre normé de u pour la valeur propre a et'si ¢’ est un vecteur orthogonal i
2 e norme alors il exlste B et v deux réels tels que u(e’) = fe + 7c’ Donc la mmxce de u

utdelaformeA (a ﬂ)
0 ~

4 Comme u est normal et (e, ¢’) est une base orthonormée, alors ‘A4 = A'A, ce qm donne
que A = (0 3) Ilcnresultequeuestsymetnque -

- o =

- T - - - a - . -~ v R

-2 (a) On suppose que P, n admct pm de racines ree1l&s Comme P wt un poh'nome dc
2 ~=degré 2 et unitaive, alors P,(z) = (z — a)® + 5, avet (a, B).ge Rx R 8 ne-peut
277 Pas étre nul vu que le polynome Py nest pas seindé. Le couplé"est' umque. .

2_ ‘ CommeP,,{O) detu-’ﬁ’t;éo doncuetmvemblc- B By i .-_‘4 = “

- - .-

. - p— - = — e ~
o . B - - 553 -

(b) So:t T € E\ {0}, comme-u est mvcrs)ble. a.lors u(z) # 0 De: .plus u(z) p’est pas - v
2 o colinéaire a z car u n’admet. pas de valeurs proptes reel!a Donc (z u(:r)_) est une
- .0 basede E-- . Tr o~ - L oy B ;

Q/ -~ .Si F # {0} est un sous- espace de E, stable par u, alors $i = € J" \ {0} te systeme
{= u(r)) est une base de £ et cest un systeme hbrc de F, donc F = E. '
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(c) L'endomorphisme u + u” est symétrique, donc il est méme diagonalisable dans une

base orthonormée.

- (d) Soit A une valeur propre de u + u*. On pose £,

Y

= Ker(u + u* K | Id). Si z € E;,
alors (u+ u* ~ A1d)(u(z)) = (v + u*u ~ A1d)(z) = u(u + v* — Ald){z) = 0. Donc
E, est stable par u.

A

D’apreés ce qui pmcedeE,\—E Donc u+u® = Ald. Si A = 2y, alors u +u* -2/4[d
(v* = —y+2uTd.) _

!

(a) u— u* est a.ntxsymcmque. donc d’aprés les résultats de la partie II) A) il existe
>0 tel que (u ~ u*)* = —44° Id.

(b) D’aprés ce qui précede, il existe une base orthonormée
2y

la quelle la matrice de u — u” est de la forme ( 2y 0

et c’est indépendant de la base. Comme u = %((u + u") + (u— u")), donc dans la

e,e’) de E telle que dans
. Comme u+u* = 2uld

base (e, ¢), la matrice de u _est_(f; ';7)

p

(¢) Sir=/u ’+'r’~> 0 et @ est Pargument du nombreoomplcxep-}-rr, alors Lu est
la rotation d’angle 6. '

Partie Ul - " . B e ..

v _,?/ - "Comme Rxﬁ(u)(r)*Oet(QxQ)(")(?)"o dopez=0. " .. - B

L Sonmt Q et R-deux polynomu de R[X ] prémiers entr&eux P ’ R
(a) Siz g th(u), alors QR{u)(z) = ﬂQ(u)(:) 0; donc R(a) ramseazme Kwo(vj

Soif z€- KerQ(u) A+ Ker R(u), alors d'apres I'identité de Bezout-il existe deux
1, done (R,R + QzQ)(u)(a:) =7

polynomes Ry et Qy lels que R\ R + @,Q-=

" (b} H résultc de la.qnestmn précedehté que d.lm R(u)(l(gr Q( u))’ d:m Ker Q(u), donc w

R(u)(Kcr Q(u)) = Ker Q(“) ) w A




