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Partie II - Réduction de ¢4 dans le cas général

1. Tout d'abord, le produit de deux matrices carrées d'ordre n étant encore une matrice carrée d'ordre n, et In

somme deux deux matrices carrées d'ordre n aussi, pour tout M € M, (R), ®4(M) € My (R). Ainsi, ¢4 est
bien une application de My, (R) dans lui-méme.

De plus, soit M/, N deux matrices carrées d'ordre n, et A un scalaire. Alors :
DA(M + AN) = A(M + AN) = (M + AN)A = AM + AAN = MA - AN A
= (AM = MA) + MAN = NA) = O (M) + AP A(N).
Ainsi, ®4 est bien un application linéaire de M,,(R) dans lui-méme, donc un endomorphisme de M, (R).
2. o Soit (M,N) € Mu(R). On a:
(M, N) = Tx( ‘MN)Te( ('MN)) = Tx( ‘NM) = (N, M),

car, la trace n'étant définie qu'avec les coefficients diagonaux, et la transposition laissant invariante ces coef-
ficients diagonaux, pour tout A € M, (R), Tr(A) = Tr( ‘A). Ainsi, (-, —) est symétrique.
e Soit (M,N,P) e M,(R),et A\€R.Ona: :

(M + AN, P) = Tr( (M + AN)P) = Tx(( *M + X 'N)P) = Te( 'MP) + ATx( 'NP) = (M, P) + A(N, P),

par linéarit¢ de la transposition, puis par lincarité de la trace. Ainsi, (—,"—) est linGaire par rapport a sa
premicére variable, et la symétrie implique alors la linéarité par rapport & la deuxiéme variable aussi.

e Soit M = (mij)igi,j<n une matrice de My (R). Soit M = (m] ;)1<ijgn, et MM = (ci,j)1<i,ign- D'aprés la
définition du produit matriciel, on a, pour tout (i, k) € [1,n]? : bt

n n
Cik = Z mg My = ij.im'm-
i=1 j=1"

Ainsi, ,
n n n
(M,M) =Tx(*"MM) =Y cii=)_ > mji>0.
i=1 i=1 j=1
e De plus, puisqu'il s’agit d'une somme de termes positifs, (M, M) = 0 si et sculement si chacun de ces termes
est nul, donc si et seulement si pour tout i € [1,n], et pour tout j € [1,n], mi,; = 0, donc M =0.
Ainsi, il s'agit d’une forme bilinéaire symétrique définie positive, donc d'un produit scalaire.
3. Soit (M,N) € M,(R).Ona: ' "

(RA(M),N) = Tx( {(AM — MA)N = Ty( "M AN — A 'MN) = Tx( 'MAN) —Tr(A 'MN),
puisque A est symétrique, et de méme,
(M, ®A(N)) = Tr( "MAN) = Tx( ‘MNA).
Or, d'aprés les propriétés de la trace rappelées en début d’{:noncé,
Tr( ‘MNA) = Tr(A 'MN),
d’on finalement 'égalité :
(PA(M),N) = (M, PA(N)).

On en déduit que ® 4 est un endomorphisme symétrique, donc diagonalisable.
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4. (n) Soit X = (zi)igigm €t Y = (yj)1<ign- Alorson a:
I )
Mxy=\|: |  w)=(@iVih<ijgn-

J:ll

Comme X el Y sont des vecteurs propres, ils sont non nuls. Tl existe donc ip el jo dans [1,n] tels que
xi, # 0 ct yj, # 0. Alors le coefficient en position (i0,Jo) de la matrice My,y, ¢gal & x;,yj, est non nul,
donc My ,y est non nul. ‘ .

Attention A ne pas dire trop vite que le produit de deux matrices non nulles est non nul.
C’est faux en général. i t

De plus, on a
AY =Y  donc: {AY)=pn'Y  donc: tYA=pu'Y,
puisque A est symétrique.
(b) Ona: ‘
Pa(Mxy)=AMyy - MxyA=AXY - X YA,
Or, AX = AX, ct d’aprés ce qui précede, YA = pu . Ainsi :

PAMxy)=2AXY —puXtY =(- ;l)]\[x'y.

Montrons qu’on a alors ' C Sp(®4). .

Soit v € T'. Par définition, il existe deux éléments A et u de Sp(A) tels que v = A — p. En considérant X et
Y deux vecteurs propres associés respecticvement a A et a u, le calcul précédent, et le fait que Mxy # 0,
prouve que My,y est un vecteur propre de 4, associé¢ i la valeur propre v = A — u. Ainsi, v € Sp(®4).
D’ou l'inclusion.

5. Soit M € M,(R) un vecteur propre de ® 4 associé & la valeur propre a. k s
(a) Supposons que pour tout vecteur propre de A, MZ = 0. La matrice A étant symétrique réelle, elle est
diagonalisable, donc il existe une base (by,...,b,) de R™ constituée de vecteurs propres de A. D’aprés
I’énoncé, on a done Afb; = 0, pour tout i € [1,n]. Tout ¢lément de R™ pouvant s’écrire comme combinaison

linéaire des b;, on obtient MX = 0, pour tout X € R". Ainsi, 'endomorphisme canoniquement associé¢ a
M est nul, donc M est nul. ‘ ' -

Or, cela n'est pas possible, étant donné qu'un vecteur propre n’est pas nul. Ainsi, ’hypothése initiale est
fausse, donc il existe au moins un vecteur propre Z de A tel que MZp # 0.

On note p la valeur propre associée a Zjp. ‘

(b) On a: ®4(M) =aM = AM — MA. Ainsi, en multipliant cette égalité a droite par Zo, il vient :
alMZy = AMZy — MAZy = AM Zy — pM Zy, soit: A(MZp) = (a + p)(M Zo).

Comme MZy est non nul, on en déduit qu'il s’agit d'un vecteur propre, la valeur propre associée étant
A=a+p

(c) Soit o € Sp(®,). La question précédente montre qu'il existe deux valeurs propres A et p de A telles que
a = A —p, donc a € T. On en déduit 'inclusion Sp(®4) C T, et comme on avait déja prouvé l'inclusion
réciproque, il s’agit d’une égalité. :
Partie III — Etude du rang de &,

1. Soit (Aij), 1 <i<ketl<j<¢, une famille de réels tels que

ko
Z AijMx,y, =0.
i=1 j=1
On a alors :
k k ¢
0= ZZ/\‘JX‘ '}IJZX‘ ZA‘.J r},-’
i=1 j=1 i=1 Jj=1
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¢
pour tout i € [1,n], le vecteur ZA.-, i Y est un vecteur ligne, Notons-le (g -++  Min). Ainsi, Végalite
j=l
préctdente se rééerit :
k
Zz\'.(l‘a.l s Min) =0,
=]
k
Ainsi, In j-itme colonne du membre de droite est ZX,;.., 5+ La nullité de toutes ces colonnes améne :
{=1
k
Vj € ll,fl, Z.\'.‘[I.J =),
=1

Comme ln famille (X;)1cigr est libre, on en déduit que pour tout i € [L,k] et tout j € [1,€], jri,; = 0. Ainsi,
pour tout i € [1,n], le vecteur
i ¢
=2 Y
Lin Jei
est nul. Ainsi, la famille (Y})1gjce ¢tant libre, il en découle que pour tout i € [1,£], la famille (Mjh1<gi<gt
est nulle. Ainsi, pour tout i € [1,£], tout j € [1,£], A;; = 0. Dot la liberté de la famille Mx, v,
2, (n) Ona:
(Mx,y, Mx:y:) = Tr( (X '¥V)(X’' ¥¥)) = (Y 'X X' Y).
e Si XLX’ alors XX’'=0, donc Y X X'ty =0, donc (Mxy,Mx:y)=0.
e SiYLY’ =0, alors YY’ =0, donc

(Mx,y, Mxy:) = Te((Y X X') ) = Te( V(Y XX')) =0.

Ainsi, si X1X' ou YLY’, alors Mx,y LMx: y.
(b) Soit X et Y dans Mp1(R), tels que [[X]| = Y|l = 1. On a alors :

IMx.ylI? = (Mx,y, Mx,y) = Tr( (X ¥)X ') = Te(Y XX V) = T(Y | X|]* V) = T(Y V) = Tr( YY)
Or, Y est un réel, donc une matrice de taille 1 x 1. Ainsi :
IMxy|? =Tx(YY)= YY =|Y|*=1.

Ainsi, on obtient bien ||[Mx y| = 1.

(¢) Soient (Xy,...,Xk) et (31,...,Ye) deux familles orthonormales de Mpa(R). Soit (3,7) # (i',7') dans
[1,k] x [1,€]. Alors, soit i # ', soit j # j'. Ainsi, soit X; L Xy, soit Y;1Yj:. Par conséquent, d’aprés la
question 2(a), Mx,y;LMx, vy, . Par conséquent, la famille (Mx,,yv;),5)el1,x]1x 1,4 st orthogonale. De plus,
d’aprés la question 2(b), les vecteurs de cette famille sont tous de norme égale & 1. Ainsi, il s’agit d’une
famille orthonormale.

3. Soit A une valeur propre de A, et soit ny la dimension du sous-espace propre Ej de A associé 4 la valeur propre
A. Soit (XXy,...,X,,) une base orthonormale de Ej.

(a) D’aprés la partie II, les X; 'X;,'1 < i,j < n), sont des vecteurs propres de ®4, associés a la valeur
propre A — A. Ainsi, ils sont dans Ker(® 4). De plus, d’aprés la question précédente, ils forment une famille
orthonormale.

(b) Par définition de Fy, (X; 'X;)i1<i j<n, est une famille génératrice de Fy. Clest aussi une famille libre,
puisqu'elle est orthonormale. Elle est de cardinale ni. Ainsi, on obtient : dim F = n,z. .

4. Soit (X1,..., Xn,) une base orthonormale de Ej et (V1,..., Yy, une base orthonormale de E,,. Alors (X; ‘X;)1<i,j<n,
est une base de Fy et (Y ¥e)i1<h,e<n, - De plus, pour tout (i,7) € [1,n,]?, et tout (k,£) € [1,n,]?, on a X;LYx
(et aussi X; LY, mais une seule de ces deux propriétés suffit), car les sous-espaces propres d’une matrice symé-
trique réelle sont orthogonaux ; donc, d’apreés la question 2(a), X; 'X,- el Y. Ve sont orthogonaux. Cela ¢tant vrai

pour tout (i,7) et tout (k,£), on en déduit que les espaces qu'engendrent ces deux familles sont orthogonaux,
soit : FyLF,
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5. (a) Tout ce qui précdde montre que L ,‘/
VA€ Sp(d), Fr C Ker(®,),  donc: N Fac Ker(®a)-
AeSp(A)

ar constituée de sous-espaces deux A deux orthogonaux. Ainsi :

@ F\ € Ker(Pa).
AeSp(A)

De plus, cette somme est directe, ¢

De plus, si X et ¥ sont deux vecteurs propres de A, 1'un associé & A, U'nutre & g, avec A # 4, alors Myy
est un vecteur propre de & 4, nssocié & A =y # 0. Comme les sous-cspaces propres d'un endomorphisme
symétrique sont orthogonauy, il en résulte que My,y € Ker(®4)*. Ainsi, si By, ..., B, désigne une base
orthonormale de R™ constituée de vecteurs propres de A, alors, pour tout (i, j) € [1,n]?,
e soit My, v, € @ Fy, si X; et X; sont associés & la méme valeur propre

AESP(A)
e soit My, x, € Ker(Px)!, si X; et X; ne sont pas associés & la méme valeur propre.
Par conséquent, tout vecteur Mx, x, (i, j) € [1,n], est soit dans @54y Fa, s0it dans Ker(®4)*. Puisque
(Mx,,x;)ii.g)eqn) est une base de M,,(R), donc une famille génératrice, on en déduit que

P B+ Ker(®a)' = Ma(R).
ACSp(A) I

De plus, cette somme est directe et orthogonale, car

P F cKer(®a),
AESp(A)

et que Ker(®4) et Ker(®,)* sont en somme directe. Ainsi, puisqu’on est en dimension finie, EB Fy est
AESp(A)

le supplémentaire orthogonal de Ker(®,)*, done

@ F= Kcr((I'A).

'AESp(A)

(b) D’apreés le théoréme du rang,

rg(®4) = dim(M,,(R)) — dim Ker(® 4) = n? —dim @ Fy| =n®- Z dim(Fy) = n*— Z n3.
A€ESp(A) A€Sp(A) AESP(A)

(c) Tl faut supposer ici que n > 2.
e Si A est de rang 1, 0 est valeur propre, puisque A n’est pas de rang n, donc n’est pas inversible. La

dimension de Ey est alors n — 1, d’aprés le théoréme du rang.

La matrice A étant diagonalisable, 0 ne peut pas étre la seule valeur propre (sinon, la somme des dimen-
sions des espaces propres n’est pas égale & n). Il existe donc au moins un autre espace propre.

Les espaces propres étant au moins de dimension 1, et la somme des dimensions des espaces propres ne
pouvant excéder n, il ne peut y avoir qu'un autre espace propre, de dimension 1.

Ainsi, A a deux espaces propres, I'un de dimension n — 1, 'autre de dimension 1. On a alors

rg(®a)=n’-(n-1)?-1?=2n-2.

C'était le cas de la matrice A de la partie I, avec n = 2. On avait bien rg(®4) =2=2-2- 2.
e Si A posséde n valeurs propres distinctes, alors A posséde n espaces propres, tous de dimension 1. Ainsi :

rg(Pa)=n*-12-...—12=n*-n=n(n-1).

C’était aussi le cas de la matrice A de la partie 1. Une vérification immédiate montre que la formule est

aussi correcte dans cet exemple.
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