Préparatoire MP2

Prof : Nedra Moalla

Série 1 ”Espace Préhilbertien Réel”

Exercice 1 7"Cours”

1) Soit (E,< .,. >) un espace euclidien avec dimE = n € N* muni
d'une B.O.N. B = (e, €9, ..., €,)

Montrer que Vo € E, x = Z <x,e > e
i=1

3) Soitx:inei EEety:Zyiei ek

=1 i=1
i) Montrer que

T hn
n ) Yo
<z, >:Z$iyi =" XY avec X = et Y = e
i=1 )
Tn n

ol P = Y = XX

i=1
2) Soit (E,< .,. >) un espace euclidien ay

B = (e, €9, ...,€,) une base de E.

n € N* et

donnée par

M = (< e ej >)i<ij<n, X =

3) D’aprés M P2014.
Soit F' et GG deux sous espaces vectoriels d'un espace euclidien F.

a) Montrer que (F +
b) Déduire que (F N G)*

<A, B>=tr("AB).
c¢) Montrer que S,(R) = A, (R)*.

Exercice 2
Soit £ = R,[X]. On considere I'application
<..> ExXFE— R,

(P.O) < P.Q oz [ PBQW

-1 \/1—.’172

> est bien définie et que c’est un

dx

1) Montrer que l'application < .,.
produit scalaire sur FE.
2) Pour tout n € N, on désigne par T,, la fonction définie par

T, (x) = cos(nArcosz),z € [—1,1].

a) Montrer que Vn € N* T, (x) = 22T,,(xz) — T,—1(x), Vo € [—1,1].
b) Montrer que T,, est un polynéme de degré n, déterminer son coeffi-
cient dominant.



™

3) a) Calculer I(n,m) = / cos(nz)cos(mx) pour tout (n,m) € N2,

0
b) Montrer que la famille (7,,),en est une famille orthogonale de E.
¢) Déterminer une suite (A,)nen telle que la famille (A,7),) soit une
famille orthonormale de E.

Exercice 3
On munit R?® du produit scalaire canonique et on pose

F={(v,y,2) ER*/ 2 +y+2z=0}

1) Vérifier que F' est un sous-espace vectoriel de R®. Donner une base
orthonormée de F'.

2) Déterminer la matrice de la projection orthogonale sur F' dans
base canonique B = (ey, €9, €3) de R3.

3) En déduire la matrice de la symétrie orthogonale par rapport a F'
dans B.

Exercice 4
Soit £ = C([—1, 1], R) structuré en espace préhilbertien péél a I'a u

1 /1
produit scalaire : < f,g >= 5/ f(t)g(t)dt
-1

Pour ¢ =0, 1, 2,3 on considere la fonction Pi : x
1) Montrer que (Py, Py, P») est une fagille li
de E.
2) Soit F le sous-espace vectorielde E e
a) Construire par le procédé
orthonormée (Qg, Q1,Q2) de F.
b) Soit la projection orthogonale de Ph\guy F'. Exprimer P(P;) dans la
base (Qo, Q1,Q2) de F et calculer la distance de P; a F. Déterminer

1
/ (2% — ax® — br — c)*dw.
-1

at (P, Py, Py).
ion de Schmidt une base

inf
(a,b,c)ER3

Exercice 5 "Matrice de Gram”

Soit F un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté < .,. >.

1.

Soit u et v deux vecteurs quelconques de E.
> < >
On note G(u, ulu ulv
U <vlv >
det(Gram(u

Montrer que

et G(u,v) =

<ulu> <ulv> <ujw>

On note Jw) = |[<ovlu> <ovlv> <vw>| et
<wlu> <wl> <wlw>
G(u, det(Gram(u, v, w)).
On pose que w est orthogonal a u et v.

imer G(u, v, w) en fonction de G(u,v).
n suppose que w est combinaison linéaire de u et v.
Calculer G(u, v, w).

Dans la suite, on considere uq, ..., u,, n vecteurs de F.

On note : Gram(us,...,u,) la matrice carrée d’ordre n dont
le coefficient d’indice (i,j) est < w;u; > et G(uy,...,u,) le
déterminant de celle-ci.

On suppose la famille (uy,...,u,) liée. Montrer que
G(uy,...,u,) =0.

On suppose la famille (ug, ..., u,) libre. On introduit (eq, ..., e,)
une base orthonormée de I'espace vectoriel F' = vect(uy, . .., u,),
et on note A = (a;;) la matrice de passage de la base (eq, ..., e,)

a la base (ug, ..., up).

. a) Montrer que Gram(uy, ..., u,) = 'AA.
b) En déduire que G(uy,...,u,) > 0.
Soit x € E, montrer que
2 G(z,uy,. .., uy)

(d(z, F))

G(ul,...,un) '



Exercice 6

Soit E = C([—1, 1], R) structuré en espace préhilbertien réel a I’aide du
1
produit scalaire : < f,g >= f(t)g(t)dt
-1

(X% — 1) et
L,(X) = m (X) (Les polynomes L,, sont appelés polynomes de Le-
gendre).

1. Calculer Lo, Ly et Ls.

2. a) Déterminer le degré et le coefficient dominant de L.
b) Justifier que V& € {0,...,n — 1}, UM (1) = UP (1) =
que L,(1) #0et L,(—1)#0

3. a) Montrer que VQ € R, _1[X], < L,,Q >=0
b) Déduire que la famille (L,),cn est orthogonale dans R[X].

Ly :
I H) est une famille totale de R[X].
n neN

Pour n € N*/ on considere le polynome U,(X) =

0 et

4. Montrer que (

+oo

< f, L, >

5. Déduire pour tout f € Eon a: f = Z J L,
n=0

— Ll

inf
a,b,ceR

(=)

1
/ (2% — az® — br — c)*dx

-1

. Calculer

Exercice 7

On désigne par F' le R espace vect de la forme

2
e_%P(t) ou P est une fonction polyno
tout entier naturel n, on not,
H,(t) = e L (),

dtn

FxF—R

(fi9) — @(f,9) =

a) Justifier que ® est bien définie.
b) Montrer que ® est un produit scalaire sur F'.

1) Soit @

[e.9]

2) Montrer par récurrence sur n que H, est une fonction polynomiale
de degré n et calculer son coefficient dominant.

3) Pour tout entier naturel n, on pose : g,(t) = e‘éﬂn(t).
a) Montrer que si n # p, ®(gy, g,) = 0.

b) Calculer A, = (gn, gn)-
¢) En déduire que la
orthonormale de F'

ille def s h, = \/%—gn est une famille

Exercice 8

roduit scalaire : pour tout A, B € M,(R)

»(R) est un groupe et ¢’est un compact de M, (R).

T(R) est un groupe et c’est un compact de M,(R).

2) trer que A € O,(R) si et seulement si ses vecteurs colonnes

fornfent une B.O.N de M,,1(R) pour le produit scalaire usuel si et

seulement si ses vecteurs lignes forment une B.O.N de M,, ;(R).
cos(f) —sin(6

3) On pose Ry = ( sin((ﬁ) cos(é)) )

4) Montrer OF (R) = {Ry, 0 € R}.

5) Montrer que si A € O2(R) tel que detA = —1, alors il existe § € R

cos(f)  sin(6)

tel que A = ( sin((e)) —00(5(9) >

6) a) Soient 6, et 6, deux réels. Calculer Ry, Ry,

b) En déduire pour tout entier k € N, (Ry)* = Ryg).

Exercice 9

Une matrice A € M,(R) est dite positive (resp. définie positive)
si pour tout X € M,1(R) *'XAX > 0 (resp. pour tout X €
M,1(R)\{0} 'XAX >0).



Soit n € N* et on considere 'application :

< .. >t Mp(R) x M,(R) —s R
(M, N) — %Tr(MtN).

1) Montrer que (M, (R), < .,.
2) Pour A € M,(R), on pose

>) est un espace euclidien.
by My(R) — M, (R)
M— AM + MA

a) Vérifier que ®4 est un endomorphisme.
b) On suppose que A est une matrice symétrique. Montrer que

< (M), N >=< M, ®4(N) >, VM, N € M,(R)

3) Soit C' € M,,(R) une matrice symétrique, montrer que C' est définie
positive si et seulement si Spr(C') C R.

%@

4) On suppose que S est une matrice symétrique définie positive.

a) Montrer qu’il existe une matrice @) symétrique définie positive telle
que S = Q2.

b) En déduire que 'endomorphisme ®g est défini positif.

5) Soit M € M,(R), Montrer est symétrique si et seulement si
Og(M) lest aussi.

. b
6) Soit C' = Z e INS
a) Montrer que C' est nie positive si et seulement si a > 0 et
ac — b* > 0.

définie positive et on considere la matrice

b) On suppose ¢
M,y

O

ntrer qu’on peut trouver des valeurs de A et b pour lesquelles
) ne soit pas définie positive.



