Equation différentielle et systéme différentiel

Dans tout ce chapitre I désigne un intervalle non vide de R. .ﬂ\g Sthode: de variation:dé Is ronstante

La méthode de variation de la constante consiste a chercher
une solution particulicre de (E) : 3/ + a(z)y = b(z) sous la

forme
Equation différentielle du premier ordre Up(z) = A(z)e=A),
En remplacant y, dans ' équation différentielle (E), on ob-
tient
' b(x) Alz
% Théoréme Na) = e = b(z)e .
La solution générale de I'équation différentielle du prewier
ordre o TRy . :
(E) ¥ +a(z)y = b(z) %\vaon.msm de Cauchy- Lipshitz

est la somme d'une solution particuliere et de la solution Le probleme de Cauchy suivant

générale de I'équation (E). Y(z) +a(z)y = b(z)

Se = {vs(z) = () + va(2)}, y(zo)) =6 €R, zoel

oi1 y, ost une solution particulicre de 7 et y, est la solution

admet une solution unique.
générale de (H). 3

‘¢"Remarque
On considere xg € 1, (F) : i/(t) + a(t)y = b(t)
‘ﬂ\ Résolution de I’équation homogéne _ Si y; et y» sont deux solutions de (E) telles que
Soit a une fonction continue sur /. : 1(zo0) = (o), alors yy =

On considere I'équation différentielle homogeéne Equation differentielle liné Q,On dee. @

R

(H) ¥/ +alz)y =0, &Vﬁho@oﬂﬂou o i :
i) L'ensemble des solution de (H) est : -On considere une Q_E.—n_cu .rmﬁgo:o _Em&no d'ordre 2
St ={w(@) =22 | a€R} avec A(z)= \aﬁi . | BRI (E): axs.fasu.s.‘.. vs.ns c(t) &
oit a, b et C sont des mobnconm continues sur U'intervalle I &
i1) Sy est un [ K —espace vectoriel de dimension 1. | valeurs dans IK. Alors
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\ T & ik On considére (#) : y"(t) +a(t)y'(t) + b(y(t) =0, L € 1,

\‘ e Aic I.meauw +$ﬂ-ﬂ. wM a n. f.“ w1 et y» deux solutions de ().

oit g est une soltion r .&Ph agmzb E: Ol e On dit que (yy, 1) est un systéme fondamental de solutions

générale de (H)

} St

.W.\H.&MOZMSm de Cauchy- Lipshitz
On considere fy € I, 1y et x; dans /K. alors le probléme de
Cauchy suivant :

"(t) +a(2)x'(t) + b(t)z(t) = c(t)
.NQQ.V =Jo
I'(to) =1

admet une solution unique.

[

‘9°Remarque A
On counsidére &, € 1, (E) : y"(t) +a(t)y'(t) + b(t)yft)
Si 1y et y sont deux solutions de (£) jelles q
n(to) = ya(te)

vi(to) = ¥i(t0)

alors y; =

J\Hrme.mam

Gm» 1 =
S, y— cé ¥ (fo) e
phisme.

2) Sy est un [R’- espace vectoriel de dimension 2.

de (H) si (y1,y2) est une base
Wy, : .
e L'application 1) wya(t) | est appelé

vi(t) ()

_ Worskicen de (y1, ¥2)-

solutions de (#) alors on a équivalence entre

) est un systeme fondamental de solutions de (H)

2) Wy, y)(t) #0,VLE [

3

) il existe ¢ € I tel que W(y;.1)(to) # 0.

‘W\Zmn_uomo de variation des constantes
On considere (£) : y"(t) + a(t)y'(t) + b(t)y(t) = c(t)

(H) : y"(t) + a(t)y'(8) + b(t)y(t) = c(t)

Si (y1,12) est un systeme fondamental de solution de (H).
On cherche une solution particuliére de (E) sous la forme

p(t) = a(t)ui(t) + B(t)wa(t)
avec a’ et A’ sout solution du systéme lincaire suivant :

A a'(Oyi(t) + B8'()ya(t) =0
a' () (1) + B'()wa(t) = e(t)
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Alors

0 wl)
c(t) i)
Wiy, w)(t)

Wy w2)(0)

DAS — et 3'(t) =

-

0.1 Equation différentielle linéaire a coeffi-
cients constants

m%\ Résolution de I’équation Eoﬂom.whm i ,_
On considére I'équation difiérenticllo lincaire homogéne mow
second ordre a coefficients constants o A T

(B) o +b/ +cy=0. A
On associe & cette equation une équation gonmasn:oﬁ

(E} ar®+br+c=0 etonmote A=i—dac.

| Alors I'ensemble des solutions de (Ej) est donné pary
Résolution dans C.
On suppose que (a, b.c) € C3.

eSIA wn 0:

On note ry et r; les deux wﬂsﬁ. @‘ es
. alors

tion caractéristique (E.)

cts de I'equa-

€C, BeC,t€R}.

Sa = {y(t) ="ax

eSi1A=10:
On note rp la racine double
alors

‘equation caractéristique (E.),

Sa={y(t) = (at + 3)e™, a € C, BeC,t eR}.

%

Résolution dans & :

On suppose que (a, b, c) € R®.
eSIAFO0:

On note r; et rp les deux racin
caractéristique (E),

S = {y(t) = a®" +

eSiA=0:
On note 1o la ra¢ine dll

alors
Sh é (at+pB)e™, a€C, BE C,t € R}.
0, offfiote ry = d+iptet rz = & — iyt les deux racines

les distincts de I'equation

C; g eC,t € R}

I'equation caractéristique (Ec)»

‘%\momcnmouu particuliére

njugés de I'equation caractéristique (E), alors

Sh DNy(t) = ne(acos(put)+Asin(ut),) o €R, BERLE R}

lorsque le secod,

membre est f(t) = P(t)e™
(E) ay” +by +cy=P(t)e™, meIK et P € IK[X].
On cherche une solution particuliere sous la forme
t)e™ si ‘est ine deE,
Q(t)e™ si m n’est pas une racine de i u"“nw:Mv
w(t) = ¢ tQ(t)e™ si m est une racine simple E. an nw.rm

t?’Q(t)e™ si m est une racine double E_
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vt ~ue g €8t différentiable et que af\ /=

.ﬁ\moﬂ:&ob particuliere How.mnzm. _m | m,m,..u.o.m
membre est A cos(wt) ou Bsin(wt) ol
4 |

On considére I'équation différentielle (E) : ay” + by’ + cy =
: cy =

Acos(wt) ou (B sin(wt)). _

On recherche une solution particuliere réelle de _,mnzmzob‘ﬁwv

sous la forme , Nk ,,

w

Yplt) = Qoom?c +@m§?3.” , 5 :

.m\wunmunmvm de superposition des solutions
_ Pour déterminer une solution particuliere de I'équation
différentielle suivante :

(E) : a(t)z"(t) + a(t)a'(t) + b(®)z(t) = D (D)

i=1

On pose pour tout i € {1,...,n}
(E) : a(t)z"(t) + a(t)z'(t) + b(t)z(t) = ci(t).

On détermine une solution particuliere f; de (E;), alors

J= M J; est une solution particuliere de (E).

i=1

.%\ Systeme différentiel linéaire
Soient a;;,1 < 4,7 < 7N n2—fonctions continues sur R et
b.1<i<n, n—fonctions continues. Un systeme différentiel

lincaire (S) est :

Z(t) = an(O)z1(t) + ar2()z2(t) + - + a1n(t)za(t) + ba(t)
2(t) = an(t)21(t) + az2()z2() + - + azn(t)zn(t) +b2(1)

.&.3 = api(£)z1(t) + an2(t)72(t) + - + annTa(t) () + ba(t)

|

¥

(S) <= X'(t) = AWX (&) + B(®)

ot A(t) = (ai;j(t)hgigsn 1

by(t) z(t)

ba(t) z2(t)
w:v = : et V‘QV = .

0 Za(t)

o X est une solution de (H) s’ il est dérivable (V1 <i<n T
est dérivable sur R) et vérifie le systéme (H).

“9"Remarque

On considére une équation différentielle linéaire d'ordre 2

(E) 2"(t) + a(t)z'(t) + b(t)x(t) = c(t)

En posant Y (t) = A Msﬁm.\ Mv v. Obﬁg:gzmmonsmﬂQ&mccs

systemo différenticl du premier ordre

Y'(t) = A()Y (1) + B(t)

ot A(t) = A LWS LWS v et B(t) = A WS v

T reé.) ™ Y1 Yrd.%\ ~ P o aulds = . 4. ® 177N
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.%\ Théoreme

On considere le systéme différentiel linéaire :
(E) X'(t) = A(L)X(t) + B(t)

. On lui associc un systéme différentiel linéaire homogena :

(H) X'(t) = A(t)X (t). Alors

Sgi= A\/.GQV e \/‘er o \/\iav )

olt X, est une solution particuli¢re de £ et X, est la solution
rc:rr:c de (11).

ii) L'ensemble des solutions du systeme différentiel roEomcso
Sy est un /K — espace vectoriel de dimension n.

.%\H_:moﬂw:uo de Cauchy- Lipshitz
Soient t; € I et Xp € IK™, alors le probleme de Cauch

suivant X'(t) = A@t)X(2)
\<A~OV = \/\o

admet une solution unique.

~Définition
On considere le systéme différentiel liné honiqgene :

(H) X'(t) = A()X( ”

On dit que (X1, ..., Xn) &hun systepfe fopdamental de solu-
tions de (H) s’il forme une bage (/;

Soit A\#.H.:;\#\: 2 mv

I — IK
t — det(Xi1(t), ..., Xn §

ast appelé Worskien de (X1, ..., Xk

o L’application

#\.H_FS.@E

On considére le systéme différentiel linéaire homoggne :

(H) X'(t) = A(t)X(¢).

Soit (X7, ..., X,) des solutions de (H). Alors on a équivalence
entre n
‘ C CD. ey nm syslef 9:._._:8:_:_

de solutions

\ 2) WX, o)t

| 3) il existe el que W(Xy,..., Xa)(lo) #0

o variation des constantes
ete le systeme différentiel linéaire

(S) X'(t) = A() X (1) + B(1)

9\ 1)+ Xy) est un systeme fondamental de solution de (H).
On cherche une solution particuliére de (S) sous la forme

n '
= M Qu.ﬁn
i=1

o (1)
a4 (t)
o, (t)

o} (t)z11(t) + @y (t)z12(t) + ... + () z1a(t) = bi(2)
o (t)xa1(t) + ay(t)z2 o(t) + ... + ol (t)x2n(t) = ba(t)

avec est solution dn systéme linéaire snivant :

& ()1 (t) + 05 (1) Tn2(t) + ... + & ()Tun(t) = balt)

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download
Mobile User


=3

Puisque le Worskien WX, ..., Xo)(2) # 0, alors
:“Asv = q&&nﬂ./ﬂﬁnv. sy >..I—:V. Nva. \/\.*—Asv. ) \/N—vi. Vi €

WXy, ..., AW)()
{1,..,n},

Systéeme différentiel linéaire a coefficients

constants

‘w\mueo:ozﬂmzo d’une matrice
Soit A € M, (IK).

- +o0 \na
La série M -=|_ converge. On pose = M al
. n=0
n>0

Soit A, B € Ma(IK).
1) =1, e =el,.

0

3) Si B = PAP™}, alors ezp(B) = Poty

1) Si D = diag(A1. ---, An), alors exp(D)

.W\munovommsou
Soit A € M (/K). . i
L'application g : t — exp(tA) est de classe C" sur R.

 VteR, g(t) = Aexp(t4)

2) Si AB = BA, alors exp(A + B) = exp(A)exp(B). »

‘ﬂ\ﬂ._.moﬂwz_c
Soit A € M,(R). On considére le systéme

(H): X'(t) = AX(t)

1) X solution de (//) X (Wp=epDN), 17 € Maa(C).
A(C) =~ C", alors la fa-
pace des solutions Sy de

H avec Xi(t) = tA)
@ est un tio 1) < ¢()= MD»P&X?CS
k=]

ition lorsque A est diagonalisable
n(12). Si A est diagonalisable, alors 'ensemble des

s du systéme

(H): X'(t) = AX(l)

Rn.wmﬂ AXSHMQ»Q‘:.S_ o»m:n =<on
k=1
(V4,..., V) est une base de vecteurs propres de A as-

sociés respectivement aux valeurs propres Ay, Az, .., A,.

Notons Xi(t) = eV, k € {0, 1, ...,n}, alors (X3, X2, ..., X»)
est une base de l'espace des solution Sy

‘W\ Résolution lorsque A est trigonalisable
Soit A € M,(R) et on considere le du systeme

(S): X'(t)=AX(t)

Si A est trigonalisable, ou détermine une matrice une matrice

P € GL,(R) telle que A = PTP~!, alors

(S) <= PIX'(t) = TPX(t) <> (S') : Y'(1) = TY ().

nvman VIV — D=1Y/(8) Nn rdoant (CNY ab an ddbarmina V(1)
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