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On note Sg le sous espace vectoriel de C'(R,C") formé des solutions de (E).
On rappelle que si Xy € C", alors 'application ¢ : t — e*4 Xy est I'unique solution
de (E) vérifiant ¢(0) = X.

Question préliminaire.
On considére My, ..., A, les valeurs propres complexes de A deux a deux distincts. de
wultiplicitées respectives my, ..., m,.

r

Montrer que C" = GB ker((A — Xil,)™).

i=1

< ov

Partie 1.

: (0 1
1) On considére A = (1 0 )

a) Sans diagonaliser A calculer, pour ¢ € R, (tA)?* et tA)z"
b) Déduire et4, t€R .
omecs sur IR

¢) Déduire dans ce cas que toutes les solutions de (E) sont b

2) On suppose dans cette question que A est dlagnahtable gns M (C) et que
Spc(A) C {ia, a € R}.

a) Soit A € Spc(A) et V un vecteur propre assguic¢ a

Montrer soigneusement que !4V = eMV, t € RY @

b) Soit (V1, V2, ..., V;) une base de C™ formée des vecteurs propres de A et on considere
les fonctions @y : £ — Vi, 1 <k <n. \
Montrer que (1, @2, ..., ¥n) est une base de
c) En déduire que les solutions de (E sont borhées sur R.

3) Dans cette question, on suppose t.oBtes les solutions de (E) sont bornées sur
R.

Soit A une valeur propre co lexe\dc Aet Vpun vecteur propre associé a A.

a) En considérant la solutl tclle que ¢(0) = Vo, montrer que Re(A) = 0.

b) Soit W € ker(A ({\éj& A- AI,,)W
i) Montrer que ety + tV),vt e R.

ii) Montrer que,&cr?&ét 2C ker(A-MI)

iii) En dedulrc\quc Ae dlagonahsablc dans M,(C).
Partie II.

On consideére une normc quelconque |[.|| sur C™.

1. Montrer que si VX € Sg, :E‘i’m [|X(¢)]] = 0, alors VA € Spc(A) on Re(A < 0).

On considere dans la snite Ay, ..., A, les valeurs propres complexes de A deux
a deux distincts. de multiplicitées respectives mi,...,m, et on suppose que
Vi € {1,...,7}, Re(); < 0)
2. Soit U € C", on éerit U = Ur+...+ Uy o0 U; € ker((A—Nln)™)Vi € {1,...,7}.
m;—1 L
3. Vérifier que ef{A=-XIn[J; = Z A ML), Vie {1,..,1)
k=0 /
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. En déduire que pour tout réel t :

m;]

o
A U; = e Z k'(A Miln) U Vi€ {1 5T}

. Justifier 'existance d’une constante C > 0 telle que :
[|(A - A.-I,,)’@l < C|Ui|l, Vie{l,..,v}et Vke€{0,...,mi—1}.
. Montrer alors que pour tout réel ¢ :

lle*AT|| < CeReP(1 + Jel)™1]| Ui, Vi € {1

et en déduire que :

||eMU|| < 0(1 ik ltl)"‘ Zetﬂew)m«,[,a-||

=0

&

. Conclure que toute solutlon de E tend ve s\\(%%/
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