Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Probléme 3 "Systéme différentiel"

Notation

Notations

— R désigne ensemble des réels et RT désigne 'intervalle [0, +oo.

— Si I est un intervalle réel non réduit a un point, on note C'(I) Pespace Sgctori@ ,@,
classe C'' définies sur I & valeurs dans R.

— Soit K I'ensemble R ou C. Pour tout entier naturel non nul, M,,(K) d&signe -espace vectoriel
des matrices & n lignes et n colonnes et a coefficients dans K.

— Un vecteur de K" est noté :

@etions de

— Une matrice A de M,,(K) est notée :

oll a; est le coefficient de A sityé<em ligne j et colonne k.
— Soient I un intervalle réel non réduiga oint et A : I — M,,(C) une fonction continue.
Dans ce probléme, on s’intéreSse a éme différentiel :

(t) = AWX(t) (E)

ou X : I — C" est tion de classe C.

Partie 1

On suppose qu’il existe un vecteur non nul V' € C” et une fonction continue X\ : I — C tels que
pour tout t € [ on ait :
A)V = At)V.

Montrer que la fonction :
X:I—-C" t—alt)V

est solution de (F) si, et seulement si, la fonction « est solution d’une équation différentielle linéaire
du premier ordre que ’on précisera et pour laquelle on donnera une expression des solutions.



3. Un premier exemple.
On suppose pour cette question que n = 2. Soient a et b deux complexes tels que a — 1 —b # 0. On
suppose que, pour tout t € I =R, on a :

a 1l—a
a0=(3 174)
Déterminer une base de I'espace vectoriel des solutions de (E).

4. Un deuxiéme exemple
On suppose également pour cette question que n = 2. Soient p une constante complexe et a,b des
fonctions continues de I dans C, la fonction b ne s’annulant jamais sur /. On suppose que pour tout
réelt €I, on a:

a) Traiter le cas particulier ot p = 1.
b) Montrer qu'il existe deux vecteurs non nuls V; et V5 dans C? et detx fonchi ntinues A\; et
Ao de I dans C tels que pour tout ¢t € I on ait :

AV = MOV et A(H)Va = M)V

¢) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur

)

d) Déterminer une base de 1

Partie I1I
On se donne une norme vectorielle X — ur C" et on lui associe la fonction N définie sur M,,(C)
par :
AX
VA 7 (€)Y (A) = sup u
zeCn\{0} ||X||
1. a) Montrer que I'applica de une norme sur M,(C).

ices A et B dans M,,(C), on a :
N(AB) < N(A)N(B).

b) Montrer que, pour t

2. Développement en%gérie entiére des solutions.
ur cette question que I = R et que la matrice A est constante.
Montrex_que si st solution de (E), elle est alors de classe C* sur [ et que pour tout entier

X® () = A*X (t) (avec la convention que X© =X et A°=1,)).

I1.2.2 On note Xy = X (0). Montrer que pour tout entier naturel p et tout réel ¢t € I, on a :
P4k t
t (t —u)P
X(t) = (Z HA’“) Xo + /O TA”“X(u)du.
k=0
I1.2.3 Montrer que :

X(t) = lim (Z klAk> et que les coordonnées de X () se développent en série entiére sur R.

p—+00



