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Série 2 "Systéme différentiel"

7 A

Exercice 1
On considére I’équation différentielle suivante :
2?(1—2)y" —z(1+2z)y +y=22". (E)

On souhaite déterminer les solutions développables en série entiére de I’équa-
tion différentielle homogéne associée a (E) :
(1 —2)y —z(l+a)y +y=0. (H)

On fixe une suite de nombres réels (a,),en telle que la série entiére E anx"

n>0
ait un rayon de convergence r > 0. On définit la fonction f :] —r, 7 I
+oo
Ve el —rrl, f(z)= Zanx :
n=0
1) Justifier que la fonction f est de classe C* et que f e o de (H) sur
'intervalle | — r, r[ si et seulement si ag = 0 et a tout n € N*.

3) En déduire que si f est solution de ( s alors 7 > 1 et il existe

A € R tel que :

sur |

Vo €] — 1,

4) Réciproquement, montrer que si A €

g:] _171[%R7

est une solution de (H) s
5) On désigne par
fonction de classe

.y développable en série entiére.
rvalles |0, 1] ou |1, 4o0[. Soit y : I — R une
1t la fonction z : I — R par la relation :

@)= (- 1) o

st de classe C? sur l'intervalle I, puis montrer que y est
sur [ si et seulement si z est solution sur I de I’équation

que

~~—

x"+ 2 =22, (Ey)

trer que si z est solution de (Fy) sur I, alors il existe A € R tel que :

c) M

Veel, 2Z(z)==+uw.
T

d) En déduire 'ensemble des solutions de ’équation différentielle (E) sur 1.

Exercice 2

Soit (E) : t*y" +ty' —y =1, t€]0,+o0]
1) Justifier que la fonction ¢ : ¢ — ¢(t) = ¢ est une solution de (H), 'équa-
tion homogéne associée a (F).

y(®)
2) On pose z(t) o)
Montrer que y est une solution de (E) si et seulement si z est une solution
d’une équation différentielle a déterminer.

3) Résoudre (E).



Exercice 3

1) Déterminer les solutions complexes du systéme différentiel X'(¢) = AX ()
1 -1
1 1

2) Déduire les solutions réelles de ce systéme.

avec A =

Exercice 4

Résoudre le systéme suivant

o' (t) = 4da(t) + y(t) + 2(t)
y'(t) = 6x(t) + 4y(t) + 22(t)
Z'(t) = —10z(t) — 4y(t) — 22(¢)

Exercice 5
-2 0 -1
SoitC'=12 1 -1
2 2 -1
On considére le systéme différentiel (S) suivant, d’inconnue ¢ (1),

une fonction de classe C' de Rt dans M;3(R) :

vVt e RY, X'(t) = CX(t).

On dit que ce systéme différentiel () est stable si, que
X de (5), on a:
lim || X(¢)]| =0.

t—+o00

oit olution

1. Vérifier que, pour tout A € R, xo(A) = A3 +2A\? + 3\ + 4,

2. Montrer I'existence d’une matrice U € Mj3(C) inversible et de trois

réels a; < 0,9 < 0 et By # 0, tels que :

(03] 0 0
-1 C 0 o + Zﬁg 0
0 0 Qg — Z/BQ

ouver explicitement U ni les réels aq, ay et

O:

e
(On ne cherche a

Ba.)

. On nr te R, Y(t) =U"X(t).
ontres-eue X est solution de (.5) si et seulement si Y est de classe

"Sur R et pour tout t € R, on a : Y/(t) = DY ().
n déduire 'expression de Y'(¢) en fonction de ¢ € R dans ce cas.

¢) Montrer qu'il existe X, Xy et X3 dans M3(R) tels que, pour tout
teR:

X(t) = e X + e cos(fat) Xy + €' sin(Bat) X.
(On ne cherchera pas a trouver explicitement les matrices X7, X5 et

X3.)
d) Déduire que le systéme (S) est stable.



