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Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Série 2 "Système di�érentiel"

Exercice 1

On considère l'équation di�érentielle suivante :

x2(1− x)y′′ − x(1 + x)y′ + y = 2x3. (E)

On souhaite déterminer les solutions développables en série entière de l'équa-
tion di�érentielle homogène associée à (E) :

x2(1− x)y′′ − x(1 + x)y′ + y = 0. (H)

On �xe une suite de nombres réels (an)n∈N telle que la série entière
∑
n≥0

anx
n

ait un rayon de convergence r > 0. On dé�nit la fonction f :]−r, r[→ R par :

∀x ∈]− r, r[, f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n.

1) Justi�er que la fonction f est de classe C2 et que f est solution de (H) sur
l'intervalle ]− r, r[ si et seulement si a0 = 0 et an+1 = an pour tout n ∈ N∗.
3) En déduire que si f est solution de (H) sur ]− r, r[, alors r ≥ 1 et il existe
λ ∈ R tel que :

∀x ∈]− 1, 1[, f(x) =
λx

1− x
.

4) Réciproquement, montrer que si λ ∈ R, alors la fonction

g :]− 1, 1[→ R, x 7→ λx

(1− x)

est une solution de (H) sur ]− 1, 1[ développable en série entière.
5) On désigne par I l'un des intervalles ]0, 1[ ou ]1,+∞[. Soit y : I → R une
fonction de classe C2. On dé�nit la fonction z : I → R par la relation :

∀x ∈ I, z(x) =

(
1

x
− 1

)
y(x).

a) Justi�er que z est de classe C2 sur l'intervalle I, puis montrer que y est
solution de (E) sur I si et seulement si z est solution sur I de l'équation
di�érentielle :

xz′′ + z′ = 2x. (E1)

c) Montrer que si z est solution de (E1) sur I, alors il existe λ ∈ R tel que :

∀x ∈ I, z′(x) =
λ

x
+ x.

d) En déduire l'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle (E) sur I.

Exercice 2

Soit (E) : t2y′′ + ty′ − y = t2, t ∈]0,+∞[
1) Justi�er que la fonction φ : t 7−→ φ(t) = t est une solution de (H), l'équa-
tion homogène associée à (E).

2) On pose z(t) =
y(t)

φ(t)
.

Montrer que y est une solution de (E) si et seulement si z est une solution
d'une équation di�érentielle à déterminer.
3) Résoudre (E).
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Exercice 3

1) Déterminer les solutions complexes du système di�érentiel X ′(t) = AX(t)

avec A =

(
1 −1
1 1

)
.

2) Déduire les solutions réelles de ce système.

Exercice 4

Résoudre le système suivant
x′(t) = 4x(t) + y(t) + z(t)
y′(t) = 6x(t) + 4y(t) + 2z(t)
z′(t) = −10x(t)− 4y(t)− 2z(t)

Exercice 5

Soit C =

−2 0 −1
2 1 −1
2 2 −1

.

On considère le système di�érentiel (S) suivant, d'inconnue t 7→ X(t),
une fonction de classe C1 de R+ dans M3(R) :

∀t ∈ R+, X ′(t) = CX(t).

On dit que ce système di�érentiel (S) est stable si, quelle que soit la solution
X de (S), on a :

lim
t−→+∞

||X(t)|| = 0.

1. Véri�er que, pour tout λ ∈ R, χC(λ) = λ3 + 2λ2 + 3λ+ 4.

2. Montrer l'existence d'une matrice U ∈ M3(C) inversible et de trois
réels α1 < 0, α2 < 0 et β2 ̸= 0, tels que :

C = UDU−1 avec D =

α1 0 0
0 α2 + iβ2 0
0 0 α2 − iβ2

 .

(On ne cherchera pas à trouver explicitement U ni les réels α1, α2 et
β2.)

3. On note, pour tout t ∈ R+, Y (t) = U−1X(t).

a) Montrer que X est solution de (S) si et seulement si Y est de classe
C1 sur R+ et pour tout t ∈ R+, on a : Y ′(t) = DY (t).

b) En déduire l'expression de Y (t) en fonction de t ∈ R+ dans ce cas.

c) Montrer qu'il existe X1, X2 et X3 dans M3(R) tels que, pour tout
t ∈ R+ :

X(t) = eα1tX1 + eα2t cos(β2t)X2 + eα2t sin(β2t)X3.

(On ne cherchera pas à trouver explicitement les matrices X1, X2 et
X3.)

d) Déduire que le système (S) est stable.
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