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Dans tout le chapitre, £ et F désignent des R-espaces vectoriels normés de dimension finie nulle, % désigne un

ouvert de L.

| Dérivées partielles

Dans cette partie, % est un ouvert non vide de ¥, oU pe N*.

1 Compléments sur la continuité des fonctions de variable vectorielle

. Remarque

| Exemple _

|
|

| 2 S 20,0
1 Fix,y) = { =y
! 0 sinon

|
i

. a des applications partielles x — f(x,00 = 0 et

(0,0) car f(x,x) £ 0.

|
]
|
i
]

| y—J(0,5) =0 continue en 0. mais est discontinue en

i Si f (X, Xp) € RP — [f(x),...,xp) € F est une fonclion de n variables, la continuité des applications partielles
L X = f(x,....xp) (les x; pour ] # i étant fixés) ne garantit pos celle de f.

i
l
i
t
s Lemme @« de parditionn [
,r Soit Aune partie de E, f:A—F, By, B, deux parlies de Atelles que BjuB:=A aeB\nBy, (€F. }
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2 Dérivées partielles
9z est toujours un ouvert de RP.

Définition

Soit f: — R une fonction, a=(ay,...,ap) €%, je[1,p]. On appelle j¢ application partielle de fen a
I'application t— f(ay,...,aj-1, t,aj41,...,ap). : ‘ Etal

Remarque
Le domaine de définition d'une application partielle peut étre compliqué, mais c'est toujours un ouvert de R.

Définition : Dérivées partielles

Soit f: % =R, a=(ay,...,ap) €%, je[1,p]. On appelle je dérivée partielle de f en a, lorsqu’elle existe,
la dérivée de la je application partielle de f en a. On note d; f(a) = g;f—(aJ le nombre dérivé en ce point.
J

i : S 0
On appelle je dérivee partielle la fonction définie sur & par a— %(a).
J

—— ra————————————— . s ———— et e s

N ————)

Remarques

rR1 - Comme on en a déja I'habitude, calculer la je dérivée partielle revient & fixer les coordonnées selon tous les
autres vecteurs de bases et dériver par rapport & la seule variable x;. ‘

af erlay. o Aj1, LAy, ap) - flay,...,ay)
6x1 l—'ﬂj t_aj %

af

R2 - En général, p=2 ou 3. Si p =2, par exemple, on note plutét f(x,y) que f(x),x2). On notera alors volontiers 3x

et g—f les deux dérivées partielles selon la PREMIERE ou la DEUXIEME variable. En mathématiques, on dérive

selon une position et non « par rapport @ une variable », dont le nom n'importe pas.

" Exemple
(3, %) — xy.

Calcul différentiel - page 4
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y Exemple

Dérivées partielles en tout point de

9
o

Xy :
f:oneR?—{ 2+ » 5 (%, ) #(0.0)
0 sinon

Les application partielles x — f(x,0) et y — f(0,)
| sont-elles continues en 02
i f est-elle continue en (0,0)?

| Remarque

1* Et donc A\I'existence de dérivées partielies n'implique pas la continuité !

Définition : Extension aux fonctions & valeurs vectorielles

Soit @ ouvert de RP et f:% —R". On note f=(fi,....fa) : f; €stla i* composante de f.

On dit que f admet des dérivées partielles en a€ % si chacune des f; admet une dérivée porhelle
en a.

On appelle alors dérivée partielle de f en a le vecteur

af af . af,. ]
0\;( a) = Ox( alie (@)].

Exemple
Dérivées partielles en tout point de Sl 910: h el

papet it |

[:(r,0,)— (rsint)cos¢.rslnB‘sind),rcosB).

"

Définition : Matrlce-jacoblenne :

Soit % ouvert de RP et f:% — R". On note f = (fi..... fu). On appelle, lorsque existe, matrice jaco-
bienne de f en ala matrice

Ofi
Irla) = Tt](a)) ieTen . , s

I<Jsp

I Remarques

l R1 - Ceefficient (i, j) : dérivée de f; par ropportc xy. dans |'ordre.

| R2- Jpla) € Ay p(R)

1 Donc si f:RRP — R, c'est une matrice ligne (le gradient \'f(n)] natE o et
'[ Etsi f: R —R", c'est une matrice colonne. En fait, Igta) = J'(a) si on confond n-uplet et vecteur coIonne

i

! Exemples
i

E1 - Matrice jacobienne du changement de variables en ccordonnées poldires N HAOE cosf, rsinf).
E2 - Matrice jacobienne du changement de variables en ccordonnées cylindriques : f:r,0,2z) — (rcosf,rsin0, 2).
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&7 ¢
&
“ay,

en coordonnées sphériques .

iu- Matrice  jocobienne du changement de variables
| f:(r,0,¢) — (rsinfcos¢, rsinfsing, rcosf).

3 Fonctions de classe <"

Définltlon

Soit f:% — R™. On dit que f est de classe <! sur « lorsqu'en tout point de %, les dérivées partielles
de f existent, et que ces dérivées partielles sont continues.
On note €' (%, R I'ensemble de ces fonctions.

Propriete ! ]

On note f=(fi,..., fu). Alors f est de classe €' si et seulement si chacune des f; I'est.

Propriete
Pour tout ne N, €' (%,R") est un R-espace vectoriel et €' (%,R) est une R-algebre. ]

i f)

[l Remarques

| R1- Ilsuffit donc de Iravailler sur les fonction f: % —R.

| R2- Onrappelle que I'on note, pour f:E—F, f(h)=h o0 (h) lorsque by siihpe @
2l ]

b
i

i :

H = g,
tj | llf("J’Ih 1 Sop HHIED,,
H autrement dit lorsque
L lraol

il Ihlg  h—og et

! Cela revient aussi & écrire que
fay=1hlgeth

i ou
5! elh)

Of.
h—0g 5

Comme on travaille en dimension finie, n'importe quelle norme convient.

Theoreme : DL,

Soit f: % — R de classe €' et ae%. Pour tout he R? tel que a+ he%,

% af af
fla+h) = fla)+ Iy rJ_xl(a) oot ""ax,, th‘—’-o(h)'

pémonstration

Admis provisoirement,

. - Corollaire -

I Une fonction de classe ¢! est conlinue.

—— S ———————————— - — o . . T

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

J10,0)=0. Sl S ot B0 iy W
CUVE I T T . tors

. [ est-elle de classe C' sur B2 ? Justifier.

Exercice : CCINP 33
On pose : V(x,p) € B2\ ((0,0)), f(xy) =

Xy

V 24y

d t ! evalylar Y 11
e' \ B ! "o JHCG L } ' ¢

4 "’%\ £ AT ot 0.50

' 1 ' | e e Yol { ! .0‘25
. Démontrer que [ est continue sur R, LS g R ] . [ 0.00
i-f z.:i‘u Hird § 600 tue veniripiadl [(1r0.25
. ‘ 3 -0.50
. Démontrer que / admet des dérivées partielles ERdP SRR : R N

en fout point de &=,

te

. Par opérations sur les fonctions conhnues, f est conhnue swl ouverf P. \l(O O)I

On considére la norme euclidienne sur P2 définie par v (x, y) st e iz = \/ +y- T
OnaVvix,yer2 lxl<lix, Yz et 1yl < (x, »la.

[x11yl <("(”)"2) Il(.|r._nllz"'—.‘0

On en déduit que V (x,)) e RZ\((0,0)), 1f(x, ¥) - f(0,0)| = e S Tl yi—00

On en déduit que f est continue en (0 0).
Ainsi f est continue sur B2, '

4 2 | G- P | 1o’
Iade V¥ ™S55 v 1~ A T | y Pl
NG 129 1y 19 J - 10} i

. Par opérations sur les fonctions odmettont des dénvees partielles, f admet des dérivées partielles en tout

point de I'cuvert 82\ ((0,0)].
En (0 0):

|Im - [ [(1,0)- £(0,0)) =0, donc f admet uné dérvée pcxmelle en (0, 0) por roppo't a so premlére variable et

BT E e VR e L I I
%['(0.())— . M=% = “H W2 SLiino! ‘."
De méme, hm ( [0,n-f0,0) =0.Donc f admet une déerivée pcrhelln en (0,0) par roppori & sa seconde
variable et ﬂ(o,o)_ PR M i A itmein, AR L B R Bk S T L MY
0_}' uf 1Ay e 1) ’ f
. s : cOf L Of Aty i g 1y : :
. D'aprés le cours, f est de classe ¢! sur. &° si et seulement sya et ar existent et sont.continues sur 82, Or,
th g BT fomy ‘
V(\ v)eR‘\I(OO)I. f(x\) —"— s :
dx (x2+)2 )’
X d WIIGLT T, A7 ok VR BRI g B0 1 af
Onremarque que Yx>0. o.r(""‘" 2\/E.Donc.._.‘lﬂn ax —(x, ,\) 7 ax“’ .0). R T
On en déduit que % n'est pas continue en (0,0)..Donc f n'est pas de classe c! sur RZ.
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Exercice : CCINP 52
Solt acR. On co‘nsldére I'application définle sur R*

y
—— i, £ (0,0
BRI P b . e si (x, ») #(0,0)

« si (x,y) =(0,0).

1. Prouver que : V(x,y) € R?, a2+ y? = xy > ;:-(.:2 +y2).

2. (a) Justiller que le domalne de définition de f
est blen R?.

j (b) thermlnef a pour que f solt conlinue sur
R .

3. Dans cette question, on suppose que a = 0.

of of

s et 3y sur

(a) Justifler l'existence de

®R%\{(0,0)} et les calculer.

(b) Justilier I'existence de -l(o 0) el f Hooet

donner leur valeur.
j (c) f esi-elle de classe ¢! surR??

; 1. Soit (x,y) eR%. x? + y% - y-—(.vc2+yz)---(xz-ky2 ny]-—(x-y) >0
| Donc x2 +y —xy>-(x2+y‘) ‘

2. (a) Soit (x, y)elR‘
D'aprés 1., x2 4+ y2 —xy=0e= x2+ )2 =0 == x=y=0.
Alnsl, f est définle sur RZ.
(b) D'apres les théorémes généraux, f est continue sur Rz\{(o 0)}

4 242
' 2y 2(x*+y%)
T ’ WU < ' s. <
D'apres 1., pour (x,y) # (0,0, 0< f(x, ) Py s

Alnsl, 0 < f(x, ) <2(x2+ 250000,
SN <25 +y%) (x,)—(0,0)

! r: f est conti
3 : Or:f ontinue en (0,0) c:_f(x.y)(”) (on)ﬂo ,0)= ‘ . AR N

Donc : f est continue en (0,0) < a=0.

Conclusion : f est continue sur R? < a=0. W
i 3. (o) D'aprés les théorémes généraux, f est de classe ¢! sur Rz\{(o 0)} ' hit il
of -yt 2x-y) af 2y5 —3xyt +4x2 3
V(x,y) eR?\{(0,0)}, ==(x,y) = ———— et—., J
ke {o.0} ax(ty) (x% + y2 ~ xy)? ks _ (x2+y2 -xy)?
\ (b) Pourtout x#0, wﬂ‘:ox 0, donc ﬂ(ﬂ 0) ex|ste et —f(o 0)=
Pour tout y#0, J0.9)=/10.0 y— 0, donc l(o,O) existe et -‘E(o 0)=0.
y=0 i ay dy
| (c) Pour montrer que f est de closse ‘6‘1 sur R2, montrons que g—f et 5{ sont conhnues sur RZ,
| Pour cela, il suffit de montrer qu'elles sont continues en (0,0).
V(x,y) eR?\{(0,0)}, on note r=1/x2+y2. Onaolors x| < r et |yl< r.
De plus, (x,y) = (0,0) = r—0.
1
D'apres 1. et l'inégalité triangulaire,
af | Jrex-nl  reren
SN (u 0|4 a4 oy
i (xZ+y22 = r o e
1 f | [2y° =3xy +4x2)3|  2/543r5 4415
! 3y N = 5,00 <4 — < = 367 —
Y ( ) 24772 4 3 36rr_00.
0f o 0f '
{ Donc =~ e 3 sont continues en (0,0) et par suite sur k2.
{‘ Ainsi, f est de classe €' sur R2.
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I Propriete : Regle de la chaine e

Soient @, ¥ deux ouverts respectifs de RF et R" et a e . Soient. b eslleiiiog 28oviv

4 —_— 7

f:

(X1eeeaXp) — (fr(Xpseees Xp)yeesy frlxy,.ensd tp))

et
— I vaiowe

Vv
g tes | G3 Lifss
(_Vl--u-}'n] e g(,"l""' 'ﬂ)

deux fonctions de classe €. Alors go f = go(fi..... fa) est de classe €' et pour je[1.p}

n
aigefl oy § 08 (f(anof‘(a)
L 0] ._l(]

Démonstration -

Admis proviscirement. : : : sy _D. 3

| Exercice : Changement de variable et gradient en polaire
} Solt 2 = R2\1(0,0)], V =10, +col xR, f €61 (%, R),
|
! v — R
g:
(r,0) — fl(rcos@,rsin0)

SR ER=I

ii(0) = (cos0,sin0) et 7(0) = u'(0).
1. Montrer que g est de classe ! sur V.

2. Si(r.; eV, onnote x=rcoso et y=rsind. Exprimer les dérlvées purﬂelles de g en (r.0) enfonction des dérivées
partielles de f en (x, y).

i
: 3. Exprimerle grodlenl(a—(x ¥, —(r v)) dans la base (@), 10) en foncﬂon des dérivées parhelles de gen(r,ﬂ)
§ 1. Facile.
‘ 2. a—-g(r,ﬂ)=cosO:;—-f(x,y)+sin0%(.r.y). et gg(r 0)—-rsm03—f-(r p)+rcosl)%(x ¥
i ()f
| 3. (r », —(r })) Br (r0m(0)+ %(mww) A S P
Ml Cas particulier : Important L
' Siy:R—R?et f:R?— R sont de classe €', en notant, pour te R, y(t) = (x(t), ¥z, .0 }
9 2 9 D A
(foy)(D=xX(1)== f(r(r))+r(r) f(r(rnn(r)o—f()(n) , l

pm— C orollaire :

{ 2 2 l
! Soient %, v deux ouverts respectifs de RP et R" et ae . Soient f:a — Vv et g:V — R7 deux fonctions |
de classe €. Alors go [ est de classe €' et pour je[l,p] et Le]l,q]. f

d(geof) 0(8' f)( Og( af,
2% (a)= n_z 3y, /1 n—ﬁ(a)

En particulier,

lgo[(“) = lg(f(“))][(ﬂ)

Caleul Adifféranti2l « nana Q
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B Propriete : Regle de la chaine _ a

Solent @, ¥ deux ouverts respectifs de R et R" et ae . Soient.

: 4 —_—
(".ll---p.l.,’) v (f[(."l:-....rp'.---.fn(.\'[a ..... X p))
et
Vv — R
K "_‘ 1 ¢ (9 \ ly g9y 'y i 1810 9in Y
(Yioeensym) — glyncapn)

deux fonctions cie classe ¢, Alors go f = go(fy...., fn) est de classe €' et pour je[l,p]

dgeo f) e 0k
7\ ——(a "Eo‘(ﬂ'” (a)
Démonstration
: . { 31D 3 HOIDG S aYyrimi ! : B ST |
Admis provisoirement. ' : : Fe ; . O

'l Exercice : Changement de variable et grudi'ent en polaire
Solt = R2\1(0,0)}, V =]0,+colxRR, fe€!(,R),

vV — R 3 3 284 !

g:
(r,0) — f(rcos0,rsinf)

(D) = (cos0,sin0) et 1(0) = i’ (0).
1. Montrer que g est de classe ! sur V.

2. §l(r.0)eV, on note x=rcost.et y = rsin0. Exprimer les dérivées partielles de g en (r.0) en foncﬂon des dérivées
partielles de f en (x, y).

-

3. Exprimer le gradient (—— (x, )). Q_, (.r._\')) dans la base (i), 10) en fonction des dérlvées porﬁelles de gen (r,()).

1. Facile.

08’ af af ag af af
— = 0._ -~ | el | = i ——
2} (r ()) cos - (x, ) )+sinf)0) (x,y). . e ]O(r ,0) = —rsinf (r ¥y)+rcos0 (.t .

[ 97 o NI A 18 B0 L AT T I AP P DTS L BB AN S St

1 0g
3( o), oL (r,n) ""'(romw” 12 (roy(0).

Cas particulier: important

Siy:R—R3et £: 13— It sont de classe ", en notant, pour te R, y(t) = (x(1, y{1), ..(r))

i) 0
L gf()(r))h. (r)a—f-(}(t))

(fo})(r)—v(r) (r(r))+v(!)

R orolcic \
Soient @, v deux ouverts respectifs de R” et R" et ae «. Soient f:« —V et g:V —R9 deux fonctions |
de classe €. Alors go [ est de classe €' et pour je[L,p] et (€[l.q].

dlgeof) 9(gef)e dge afi
%] ——(a)= o ""Zo (fla n——(m

En particulier,

Igo]((l’ 7 ]g(f(ll))l](ll).
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Calculer les dérivées partlelles de h: (x,y) — glx+ y,xy) par la régle de la chaine puls par les matrices jaco-

Exercice v \
| blennes.

Exerclce :
Calculer la dérivée de g:1— f(tay,....ta,) ob fe€¢! (R”,R) et a=(ar.....an) € RP.

4 Fonctions de classe ¢*

[ Définition : Dérivées partielles d'ordre supérieur

’ - 1 T ) a n 4 ! :
Soit % ouvert de R?, f:% —R". On appelle dérivée partielle d'ordre ke N*, une dérivée 5% ou ¢ est
j

une dérivée partielle d'ordre k-1 de f. Les dérivées partielles d'ordre k sont de la forme
dx;, \dx;,_, 6x,-z‘ oax;, ik g R

Biy -0y f OU it,en, i € [1, p].-

a*f

noté =
oxj, -+ 0x;,

: Définition
Soit ke N*, % ouvert de R”, f:% — R". On dit Qe f est de classe <* si toutes ses dérivées partielles
d'ordre k existent et sont continues. i b ;
On dit que f est de classe ¢ sielle est de classe €* pourtout keN. ,l imabop of wimiya s

Propriete ke \ Al j

On note f=(fi,..., fu). ke NU{+oo). Alors f est de classe €* si et seulement sichacune des f; I'est. ]

Théoreme : de Schwarz

Soit % ouvert de RP, f:% —RP de classe €2
Alors, pour tout i,j€[1,p] tel que i # j.

i RO
dx;0x;  Oxj0x;

Démonsiralion

Non exigible. ' v | 0

Calcul différentiel - page 10
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. Exercice : CCINP 57

j

e ———

1.'Solt f une fonction de r® ddns k. '

(a) Donner, en utilisant des quantificateurs, la
définltion de la continulté de f en (0,0).

(b) Donner la rdé.ﬂniﬂon de «f dlfférénﬁ'abl'e en
(0,00

2. On considére I'application définie sur &2 par

-2
Xy=——== slx,»#0,0

Slx,y) = =+ )=
0 \ sl(.F,y)z (0,0)

(a) Montrer que f est continue sur R®.

(b) Montrer que [ est de classe ¢ sur %,

008 AU \ ‘|

1. (a) festcontinue en (0,0) = Ye>0,3a>0/Y(xy) eRZ, Ix, pll<a=|f(x,y) - f(0,0)| <c.
1-1 désigne une norme quelconque sur R? puisque toutes les normes sont équivalentes sur R? (espace: 157

de dimension finie) .

0K

(b) f est différentiable en (0,0) = 3Le Z¢(72,R)/ au voisinage de (0,0), f(x,y) = f(0,0)+ L(x, y)+o(ll(.r ))11)

Remarque : Comme R? est de dimension finie, si Le £(8%,R) alors Le Lg(R%R). o v oy il s ile oy A

r

2. On notera I.1 la norme euclidienne usuelle sur R2.
On remarque que Y (x,y) B2, x| < l(x, 0l et Iyl < I, il (7).
(@) (x,3)—x2+y? et (x,y) — xp(x2-y?) sont continues sur R2\1(0,0)] et (x, y) — x*+)? ne s'annule pas sur B2\((0,0))

donc. f est continue sur R%\{(0,0)]. ,
Continuité en (0,0) :

On a. en utilisant (*) et l'inégalité tncngulcure If(x )) f(o 0)l=

“Donc [ estcontinue en (0,0)7111

(b) f estde classe €' sur R~ siet seulemenf si 7[ et 31 exnsient sur R~ et sont conhnues‘_sur’i'zzi 1
! S admet des détivées pcmelles sur ®82\((0,0)) et elles sont continues sur "B24{(0, 0)1

"t Vi i N e
It 1‘4’"."~"

a5 '<bdlyl<ﬂ(x.;]u2 aniy i o

ols ] AT H AR T TR PR LR 3 Ao A B0 B o 0

LS TS P )

3 LS At

f Ay+ax?y’ - _y5 x5 —4.3y2 —.ry’
v / 0,0 X,y = ——a—cet =)=z —s-—--—-"_ ("
De plus. ¥ (x,y) € R? =1((0,0)]. Pl I (x Y= (.r3+y2)2 {**)

Existence des dérivées pomelles en (0 0):

,‘¢.

VreR', /&6—“1‘%_0 donc um&%—"ﬂ =0; donc 11(0 0) exxsteetal(o 0= 4
. 0.0~ f0.0 0.)-[(0,0) i
De méme, VyeR®, ( ‘))_ { ’ =0, donc Iimﬂ—%—_o donc 31(0 0) ex:sfe efni(o 0) =

Continuité des dérivées pcmelles en (0 0)

D opres (*) et (**). V(r. ¥) € R2\{(0,0)),
Gﬂ(x.s)ll“‘ f

( X,y )l = X, et |

})“, 6l (x, M1 | )

‘”I)m(oo)aé(r}]-ﬂ DL(O 2 et I

Donc 31 et 31 sont continues en (0,0).

)

Donc

Conclusion ; 31 et 31 ex:stent et sont contmues sur &2, donc f est de ctcsse C‘ sur B2,

/

i 6ll(x,) ')"S dic ey 10y s ) 5210,

RTEROTE
";L(x n—o_nl,m,o).

00) )

=6l })II

e

1
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| Exercice T
L'Intérét de la fonction de I'exercice précédent (due a Péano) est d'étre un contre-exemple au theoreme de

Schwarz.
c 02 f f

Calculer —— 359 (ll 0) el

On trouve, en calculant les applications partielles, ou en prencnt directement les taux d' cccrolssements ~-let

1l
o B

(0 0). Qu'en conclut-on?

1.

On en dédvit que f n'est pas de classe €2,

bl B Propriete i e

Soit ke INu (+oo}.

(i) Toute combinaison linéaire, loute composée, tout produit, tout quotient de fonctions de classe «*
I'est encore.

(i) Si B:R™xR9—R", bilinéaire, f:% —R™ et g:% — R4 de classe ¢* alors B(f,g) est de classe €.
(i) Toute fonction polynomiale & n variables est de classe € sur R", '

(iv) Toute fonction rationnelle (quotient de fonctions polynomiales) est de classe € sur son domaine
de définition.

Démonstration

Non exigible. ‘ : \ TR T T S T N T RO gy L

il Applications

9 désigne toujours un ouvert de R”. g s STy

1 Extremums b

( “  Définition : Extremum

Soit Aune partie de R”, ape A, f: A—R.
(i) On dit que f présente en ay un maximum (respectivement minimum) local s |l existe r >0 tel que
pour tout a€ B(ay, r). f(a) <f(no) (respectivement f(a) > f(ao)).
(i) On dit que f présente un maximum (respectivement minimum) global si cette inégalité es'r en fait
valable pour tout ae A.

[ 9 Définition : Vecteur grudleni

[

Soit f:# —R admettant des dérivées par‘nelles enac.On cppelle gradient de f en ale vecteur

d
Vf(a) = grad f(a) = [-—-—a{l (@)l -——arf (a)) eR”.
: Xp

Lorsque Vf(a)=0, on dit que a est un point critique de f. \

Propriéte : Condition nécessaire d’extremum local

Soit % ouvert (frés important!) de R?, ae %, f:% — R admettant des dérivées partielles en a.

Si f présente un exiremum local en a, alors a est un point critique de f, c'est-a-dire que toutes les
dérivées partielles de f en asont nulles.

La réciproque est fausse, et un contre-exemple est appelé point selle ou point col.

Calcul différentiel - nanae 12

Scanned with CamScanner

|
|
i

\

N


https://v3.camscanner.com/user/download

.&monstration

Il sutfit d'appliquer, pour tout i, la propriété connue & la fonction numérique 1— flay,....,ai- . L,a4y,....ap) qui
admet un extremum en a;. CagerE L . : S 7 o

e

[} Exemple

[y — 2= y?

présente un point selle en (0,0), ize It , g dnipd v VP AT AR,
La surface porte le doux nom de paraboloide hy-

i ? 1 ; / - et
- ‘.' L} V. "‘" 4 . WYL
perbolique. Lt 5 1 rsad teid il 0y

i Le seul point critique est (0,0) et f(x,0) >0, f(0,)) <0. 1o

=

d Méthode : Recherche d'extremum 5

[i) Soit f:% — R admettant des dérivées partielles sur . Pour déterminer des ex?remums locaux de fon ch‘:rche
ses points critiques.
Puis. pour chaque peint critique a, on étudie f(a+ ) - f(a) pour h proche de 0. Comme a est un point criique.
les termes obtenus dans la différence sont au moins d'ordre 2.

(i) Si<% n'est pas un ocuvert, on le décompose en son intérieur (ouvert) et son bord. Sur le bord. on étudie «a la
mainy, en général & I'aide d'un paramétrage du bord.

(i) Si f:K—TR ob K est un compact, on est assuré de I'existence d'un minimum et d'un maximum globcux On

les cherche commn do'\s la methodc précédente. =3l 2 DS i v .
5' Exercice | ’
‘, Déterminer les extremums de e : GBS e 4 i
: : Lkt i A . } Ay o 321
b . 2 2 2 Ivt ] o3 & | e 221 & 7
.‘ Silx ) eR"—} g e \ L L] S :
| , ‘ A ford g
;‘ Y H B
On trouve trois peints critiques : (x1,0) et (0,0). fhiae 3
[ (0,0) est un point selle en regardant f(x, 0) et f(0,y). | "““%; 2
il 3
f (£1,0) : minimum glebal. f(1+ k) = L~+—(I:+2)-
2 0

Calcul différentiel - page' 13
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e ———————— ———ee - oo - - P P

:-th;evclcc : d«f '/' N

Solt ol
[y € R 4 xy? 10 .

Ke{p e, xay<i)

Monlrer que f atleint un minimum et un maximum
sur X el frouver tous les polnts en lesquels Ils sont at-
felnts.

K est fermé bomné en dimenslon finle donc com-
pact,
| Donc f alleint un minimum et un maximum sur X,
| Sur K, lin'y a qu'un point critique (0,0) ¢ £ qul est

exclu d'emblée.

On paramélre les trols cOtés du bord, et on trouve
que le maximum est 1 atteint en (1,0) , et le minimum
es! 0 atfeint en toul (0, 1).

2 Equations aux dérivées partielles

| Exemples : flondamentaux
0 4 =

E1 - Résoudre o_{:"' y) =0dans €!(#,R) ol % = R? puls R2\{(0,0)} puis RZ\ B(0,1).
a

£2 - Résoudre 5{(.:. y) = g(x) dans ¢! (R2,R) oU he € (R).

0
£3- Résoudre é(.r. y) =g(y) dans €' (R?,R) oU he €(R).

2
E4 - Résoudre %x—-,;(" y)=0dans ¢%(R%,R).
| 2 ettt sl :

: .7 b R 2(R2
; E5 - Résoudre axay(x.))-odons'ﬂ (R, R).

4 Méthode

« Savolr résoudre les EDP fondamentales auxquelles on se rameéne systématiquement ;

of _ Of i e B piads
E—O ax(-‘-})-k(-‘) ox(x:)’)-g(}‘)
a2y a*r b

%2 (x,y)=0 o ay (x,y)=0

+ Dans la pralique, on s'y raméne via un changement de variables (u,v) = ¢(x, ). en écrivant f(x, y) = g(u,v)
et en remplagant soit (x,y) en fonction de (u, v), soit (i, v) en fonction de (x,y)."" ST EN YOS 3

« La changement de variable doit étre bijectif, entre deux ouverts et suffisament régulier (classe €' ou €2
suivant I'ordre de I'équation.) ,

S'iln'est pas donné, il doit étre affine ou polaire.

Appliquer la régle de lo chaine (ou uliliser des matrices jacobiennes) pour exprimer les dérivées de f en

fonction de celle de g ou I'inverse, et simplifier I'EDP,

Exercice

. [ 9
Resoudre za—f(x. - é(x. y) =0 sur ¢! (R?) & I'alde du changement de varlable (i, v) = p(x,y) = (x+ y, x+2y), en

vérifiant que ¢ est une bljection de % sur R2.

La malrice du changement de variable est inversible.
Solutions : f:(x,y)— glx+2y) ol ge“6¢' (R).
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rxercice

a
Solent a, be R. Résoudre aa—f( X0 +b—=

9

i -(x,y) =0 sur '6" (i?) & I'alde du changement de varloble affine.

Exercice : Résoudre I'équation des cordes vibrantes
0* i 10°f

)=-——(x,1)=0
d.r- )] ,),( )

sur <€ (R?).

Exercice
Soit 7 =10, +oo[x I-%%I et ¢:7 — R> défini par ¢(r,0) = (rcosO, rsinb).
Déterminer un ouvert % de R tel que ¢ soit une bijection de ¥ sur 4.
Résoudre ,ﬂu ),_xﬂu it
ox ay
sur ¢ (. R).

u=R; xR.
Solutions : (x, ) — g (x*+ %) oU ge€! (RY).

Exercice
Al'aide du changement de variable (u, v)—(x —) résoudre sur ¢2 (%) ob % = R7 = R, noi o

20 f BY: il 1@

ALKV X, v 5
AL ARl T I (A A T

(x,¥)=0

Solutions : (.r._v)—-xg(:-‘r:) +h(=l-:] oU g he€*(R]).

| Dpifférentielle

1 Différentielle en un point

Rappel :si I est intervalle de R. f:1— F est dérivable enae Isi et seu!amam si f chAt un développement Iimité a
crdre 1 en asi et seulement si on a un vecteur be F tel que

fla+ )= fla)+hb+ "o (h)

h— [
=t, dans ce cas. b= ['(a).
Nous allons généraliser cette idée aux foncticns définies sur une espace vectoriel normé de dimension finie E.

-~ et

Définition : Application différentiable en un point .

Soit f definie surun ouvert  de E, avaleurs dans F. Soit a un point de %. On dit que f est différentiable
en alorsqu'il existe une application linéaire 4 de E dans F telle que, au voisinage de 0. I

[(a+h)=f(a)+(,,(h)+’ e (i
1=0

ou encore, au voisinage de a, , ‘
J(x)= fla)+(q(x—a) +19‘a(x—a).

Lorsqu'elle existe, I'application €, est unique el appelée diftérentielle de f au point @ ou encore
application linéaire tangente @ f en a, notée d f(a) € Z(E, F). On a donc

fla+h) = fla)+d fla)in+ o (h) i
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, , spnod > vl i 2B ¢ = | LT ; .
R1 - Lorsque cela a du sens, on définit donc une applicationdf : dfta) appelee differentielie e J.
a —

k2~ On note parfois d f(a) - h au lieu de d f(a)(h).
R3 - L'unicité vient du

e lemme ‘ TR TR N LS,

[ Sipe 2(E,F) est telle que p(h) = 2 O(h), alors ¢ est I'application nulle.
1=

Démonstration
p(h) = lhlle(h) avec e(h) T 0p. ‘
h— B ' { \ | } 4
Alors pour tout x € B, teRt. l(p(x) (p(rx)-tlltlle(tx) donc ep(r)—uxnmx]—-.or vl ‘
Donc pour tout x€ E, ¢(x) = o
14
B Proprieté
Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.
L. e s1bhuo2al sldphmy abAnamapnon YL 't A

monstration

Par confinuité de I'application inéaire en dimension flnle (celle de E suffit) d f(a), en passant & la limite dans le
développement limité, fla+h) - f[a) op 0

2 Cas particuliers

Propriete : Cas d'une fonction d'une variable reelle
Dans le cas d'une fonction f:1—F, f est dérivable en asi et seulement si elle est differentiable en }

-
~
e
~

-

a - - Vo - . - <-»~-‘...1‘- -1' e SP R ~h
Dans ce cas, d f(a): h— hf'(a) et en particulier ['(a) = df(a)(l) i SR e 214 1

i Ml Propriete : Cas d'une fonction consiante
Si f:% < E — F est constante, elle est différentiable en tout point de % et pour tout a € %,
d f(a) =0z ,F). ,

-
-
e

Propriété : Cas d'une fonction linéaire

Si f:% c E — F est la restriction a % d'une application linéaire ¢ € £(E,F), elle est dafferenhab!e en l
tout point de % et pour tout ae %, d fla) = ¢ (et donc d f est constante). :

e

Exercice
Ap(R) —  Mp(R) : ‘ {
Montrer que f: u ! est differentiable en toute A€ .#,(R) et calculer d f(A).
(A+ H)? = A2+ AH + HA+ H? avec H+ AH + HA linéaire eten ;:hoisibssdnfvu'ﬁe hdfmé Qous-mmtiﬁﬁcotivé (elles
sont toutes équivalentes), 0 < ||H?|| < I1HI? donc H —'0'et H2 = o(J). Donc f est différentiable en A et
df(A): H—~ AH+HA.

Calcu différentiel - poge 16
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gxercice A4

Montrer que, sl I est un espace euclidien f: est différentiable en toute ae I et calculer d f(a).

x, — lxp?

i; la+hl* = lal® +2(all) + 1hl®> avec h — 2(alh) linéaire et (h1? = o). Donc [ est différentiable en a et
| dfta)y: h—2gall.

[ Exercice

—

i Montrer que, sl E est un espace euclidlen, ue 2(F), [: est différentlable en toute n e I et

!
. calculer d f(a).
Que se passe-i-ll sl, de plus, u est symétrlque?

? (u+h|u(a+h)) (alu(a) + (hluta) + (aluth) + (Wu(h)) avec h— (hlu(n))+(ulu(h)) linéaire et I(hlu(h))l < lIIxIlIIu(h)Il pcr
, Cauchy-Schwarz (pour le norme euclidienne associée au produit scoloue) et comme Ilu(h)ll -0 par continuité,
(hluthn) =o(h). )

Donc f est différentiable en a et d f(a): h— (hlu(a)) + (nlu(h)), ce qui devient 2(uta)h) si de plus u est symétrique.

X —  (xlu(x))

i
{
1

3 Dérivée selon un vecteur, dérivées partielles

Le fait de travailler sur un ouvert & assure, pour a point de % et v vecteur de E, I'existence d'un 6 > 0 (« distonce
de sécurité ) tel que pour tout te]-8,81. a+tve (on s'éloigne de a dans la direction de v, cela permet de définir
I'"application ¢: 1 — f(a+ tv) d'une variable réelle au voisincge de 0. oyl - =t

Définition

On dit que f:% c E— F est dérivable selonrle vecteur ve E au point ae %, lorsque ¢ t— f(a+tr) est

dérivable en 0.
fla+tv)- fla)
t

On note alors D, f(a) = ¢'(0) =I’i_|.1(|) eF.

T

-
Xy-

' Exemple

| \

: La fonction f:(x.y) e R>— B si (x,)) # (0,0) et (0,0) sinon admet des dérivées selon tout vecteur en (0,0) et si
iy

| v=(a,fi):Duf((0,0)=0sia=0et % siaz0.

.

Définition : Dérivées partielles

Soient @8 = (ey... .c,) unebase de E, f:%cE—F,ae%, je[l.p].
On appelle j¢ dérivée partielle de f en a, lorsqu’ eIIe existe, la dérivée de f selon le vecteur e; de
baseena: af

0,[(n)=o—n(a)=Dc,f(a)eE

[ Remarques

R1 - Les dérivées partielles vues pour les fonctions défm:es surun ouvert de RRP sontles dérivées partielles dcms la
base canonique de RP. i 7 i

{ Bien sOr la notion générale de dérivée pomelle depend de la bose chome En ce sens, la notation D¢, f(a) est
la plus précise.

. Rr2- Comme on en o d€ja 'habitude, calculer la j* dérivée partielle revient & fixer les coordonnées selon tous les_
autres vecteurs de bases et dériver par rapport @ la seule variable xy. : en effet, en dénve

(pl--f(a-Hc/] = flayey +-- +(nl+mj+ “+apey)

[ en 0, ce quirevient aussi & dériver =1
I L flayep+ 410+ +ayep)

en aj.

Calcul différentiel - page 17
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Exemple
Avec [:(xy) e — 581 (x, ) #(0,0) et (0,0) sinon, on volit que Aon peut avoir des dérivées partielles cn =,

l (0,0) sans avoir de dénvée selon cerlains vecteurs (v = (a, ) € R2, Ici).

4 lien entre différentielle et dérivées partielles

Soit f:% —F, aeu. Sif est différentiable en a, alors f est denvcble en a se!on fout vecfeur velet |
Dy f(a) =d f(a)(v),« 6 , ) \ ‘

Démonstration

Sla+tv) = fla)+d fla)(tv)+ 19-0“) donc ﬂ—‘”—‘—?;f—(a—) -r:—o*df(a)(v) par linéarité de d f(a). (]

pammmm— Cas particulier [ ,

‘ i
138D

Soit fiu —F, acU, 98 = (e.. .e,,) une base de E. On nore f les denvees parhe!les de f dans Ia

base 4.
Si f est différentiable en a, alors pour tout j € ][1 p]]

y dlf(”)(ej) D,‘f(u) = _f(a)

1
|
5
|
|
J

Propriete
[r——e —

Soit B = (ey,....ep) une base de E, f:% — F, ac% tel que f est différentiable en a.

p
Alors pour tout vecteur h=Y" hje;€E,
J=

BT Af
df[a)(h)—jglhja(a)

On note dx;: la forme linéaire j¢ coordonneée dans 2. Alors on a

h — Iy

Wi

)
df(a)= ) a{;(a)dx,—.

‘1=

Démonstration

C'est lalinéarité de d f(a) :
aft )(}p:l ) S )(e)) 3 2L 0
a jej| = i a)lej|= e (1 B
= 11 j=1 i J j=1 lax, ; 1 P

| Remarque

] Le DL, de f diflérenliable en a s'écrit alors
: \
f(u+h)-f(a)+ Z h,—f(a)+o(h)
xf

— e
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5 Matrice jacobienne

P

~ Définition : Matrice jacobienne

Soit p=dimE, n=dimF, 9 ouvert de E et f: E — F différentiable, @ = (e,.. -ep) une base de E et
‘¢ = (c),....Lp) UNE base de F. On note f = ):f,c,

i

On oppelle matrice Jacoblenne de f en a dans les bases @ et € la matrice

J (a)-( (a))
g 9x; i peftnl« ||p]

| D S —

o l Propriéte : Matrice jacobienne et différentielle et » | __\}
{; Jr(a) = Mata ¢ (d f(a) : : J

Démonstration

Jd 3 (1218
df(ale)) = %(n) Z of' (a)e; permet bien de remplir la j= colonne de Jy(a). : s O
7 : : :

7'! =1

Y Opérations sur les dlfferen’rlelles
1 Combinaisons linéaires

Soit % ouvertde E, f,g:u — F différeritiables enacw, A.ru eR.
Alors A f + ug est différentiable et

d(,1f+yg)(a) Adf(a)ﬂ:dg(a) it i &7 J

Démonsfrailon e

Il suffit de remorquer pcr propnétés dela denvohon que I,; f+ug(ﬂ) A ]f(a) - plg(a) et de reposser Qux cpplxco-
tions linéaires.  syln _ -
Autre possibilité : on gjoute les DL :

2won2 Jit . ¢ 75 0.0

/lf(a+ +pugla+h) = l[(a)+;tg(a)+Adf(n)(h)+udg(a)(h) +o(h)

avec Adf(a)+ ydg(a) lméowe donc par unucne Af+mg est dlfférenhobte et d(Af+ pg)(a) = ,ldf(m + pdg(a) O

]
I Remarque .
i f—df est donc linéaire.
L

2 Image par une application bilinéaire

GRS i~ m

Si E,F,G espaces vectoriels normeées de dimension finie, B:ExF—G une opphconon bilineaire, alors il
existe Ce R fel cque pour fout x eE'efyeF,

|| B(x. ) < Cllxloo ]| ¥,

ou les normes infinies sont prises dans des bases @B et € de E et F. L'équivalence des normes permet
i ce les remplacer par des normes quelconques (quitte @ changer C).
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pémonstration
Soit B = (ey,...,en) UNE base de E et € = (e1,.--,£m) Une base de F. /
n m n m . n m
IBtx, 1l = B(Z xjeq ) yp:,) =X Y xyBlenep| <X X |I1||Y}|"B‘el'5!)|| < Clixloo [ ¥l
i=1 j=1 G i=1j=1 G i=lj=1 G

n m
avecC= ‘-_-leg] ||B[e;.tj]uc.

Propriete B A

Soit % ouvert d'un lR-espace vectoriel normé de. dimension finie, E,F,G des R-espaces vectoriels
normés de dimension finie, f:% — E et g:% — F des applications différentiables en.acu et B: ExF—G |

une fonction bilinéaire. ‘
Alors ¢: % — G définie par ¢ : x— B(f(x), g(x)) est différentiable en a et |

d¢p(a): h— B(d f(a)(h),g(a) + B(f(a),dgla)(h)). §

ﬂ Remarque

’] Se généralise & des applications multilinéaires.

.

! ‘
« - . ' . . - N

Demonslrullon , :6 =y

I'e ientaﬂve On peut voir le fcnre avec Ies denvees selon Ies vecteurs On sclt SOUs réserve d emsfence, ‘que;
de(a)(h) = Dy¢la). Or

ola+ rl:)—fp(a) - B(f(a+rh).g(a+:h)]—B(f(a],g(a)) =B(f(a+ t,;)‘f(a],g(a-i-th))+B[f(a), gla+ tl;) —g(a)J

= ) - Lo
M w — dgla)(h) et comme les opplications bili-

' Comme — df(a)(h), gla+th — gla),
néaires sont continues en dimension finie, on conclut directement.
En refait en fait la démonstration du résultat déja connu pour les fonctions d'une seule variable.
Le probléme est que I'existence de dérivée selon tout vecteur ne garantit pas la différentiabilité...

' & noloaen Tt
. On peut par exemple montrer que la fonction f:(x,y) — { iy S admet des dérivées selon tout vecteur
: - : : } y sinon : ‘ :
en (0,0) mais n'est pas continue , et encore moins différentiable (voir TD).
Bonne méthode On utilise les DL; avec g1 (h) 7o 0 et ez(h) _— 0.

i

¢(a+ h) = B( f(a+ h), g(a+ h)) = B( f(a) +d f(a)(h) + W hllex(h), g(a) +dg(a)(h)+ 1Al e2 ()
‘ =B(f(a), gla)+B(df(@(h), g@)+B(f(a), dgla)in)+w(h)

avec h— B(d f(a)(h),g(a)+ B(f(a), dg(a)(h) linéaire et
wh) = 1B B(f(a@)+d f(@) ), e2(h)+ 1kl B(er(h), gla)+dg@ (W) + k) Bler(h), e20m)+ B(d fla)(h), dg(a](h)‘]"

donc

' (1 B(d n, dg l;
: lﬁ: l"’ =B(f(@)+df(@h), e200)+B(er(h), gla)+dg@(h)+IhlBe;(h); exfh) + = ( f (‘”‘( “’L“ gla)(i)
Les trois premiers termes tendent vers 0 lorsque h — 0 par continuité de I'application bllinéclré en dimension
finie.
' 2 1 Y ! s
Pour le demier, on remarque que (x,y) — B(d f(a)(x),dg(a)())) est bilinéaire, donc on a d'apreés le lemme un
réel C [on peut par exemple choisir la norme infinie pour h, car on est en dimension finie) tel que

" B(d f(a)(h), dg(a)(h) “ [|B(df(@ih), dg(a)[h))llc; & cliny?

=C|h] ——0.
[ 1kl T h—=0

Donc y(h) = hgolm. ce qui permet d'obtenir toute la conclusion.
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sl Propricte : Differentielle d'une composce [

Soit @ ouvert cde E, vV ouvert cle F, [:9% — v diftérentiable en a € el g:v — G diftérentiable en
b= !(H).
Alors go f esl différentiable en a el
digo fila)=dg(f(a))od f(a).

i Proprieté : Matrice Jacoblienne d'une composée ..

En munissant E, I et G de bases, on obtient

Jgop(a) = Jglf(a)) x [ s(a).

[l Remarque
b D'oU larégle de la chaine.

Démonstration

Il suffit de composerles DL, :on écrit, avec ¢ (h) = oeteak) — 0. et pour simplifierlalecture . les applications

linéaires p=d f(a) et y=dg(f(a)).

et

Sla+ )= fla)+ph)+ I lille ()

gif(@+ k) =g(f(a)+yk) + 1kl e2(k)

puis

gfta+h)= g[f(n) + (U + 1l ey () ]
k
= g(f(a) +y (pth) + Ul ey (1) + fpth) + Ll ey (| &2 (0h) + I hL ey ()
=go f(a)+[yrop|()+{(h)

I m+Mhle ()
Avec M = t(cl(h))+w‘—')ul’—'"|—'——lcz (q':(h]+|lh|c|(h)).

¢ et v étant linéaires en dimension finie, elles sont continues. donc yi(cy(h) ey 0. o) oy 0 puis

ca(pUn+1hleytn) 7'—0-0.

h. [t < Cihl donc

N Corollaire : Derivée le long d'un arc

En munissant E d’une base, on refrouve I'expression vue avec la régle de la chaine

o+ ihlley( h WREAIPE T
Lale ||‘h‘ul 1] < I"I;:z ")I +¢1(h et par continuité de I'application linéaire ¢, on a Ce R tel que pour tout,

1 l
M est borné et finalement 1L SO 0, c'est-&-dire {(h) =o(h).
i 1l h=o

Par unicité, on en déduit que go f est différentiable en a et d(ge fi(a) = yop=dg(f(a)ed f(a). o

Enfin, i

Soita ouvertde E, f. —F, Iintervalle de R et y: I —a une application dérivable.
On suppose que [ est differentiable en y(t) oU te I. Alors foy est dérivable en t et

(fop)(n=dfly(n)y' ).

- . of
( )(t) = (1)=——(y(n).
fey ‘);n o ))

Calcul différentiel - page 21

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

V Classe ¢! . ,

o - 2 1 . ISEINY. Wl KXW L W IR PSS P < 2
ey ‘ Définllion : Fonctions de classe % "/

f:% — F est dite de classe €' lorsque [ est différentiable sur % et d f: % — < (E, F) est continue.

BN Propriete o

Toute combinaison linéaire, toute composée d'applications de classe 6! I'est encore.
Si B est bilinéaire et f,g sont €', B(f,g) I'est. “

Propriéte st

Soit f: — F, d'applications coordonnées (f..... fz) dons une base de F. f est de classe €' si et
seulement si toutes les f; le sont.

Theéoréeme : IMPORTANT - Caractérisation avec les dérivees partielles

|
f est de classe ¢! si et seulement si, dans une base quelconque de E, toutes les dérivées pameﬂes
de f existent et sont continues. e

Démonstration

Non exigible. i Al O o Ehe i o

Propriété h

Soit f e €' (%, F), ye€M(0,11,%), a=7y(0) et b=70). Alors

1 NS o) R
fm-ﬂm=Ldﬂﬂmemh

Demonshailon

OnavuquedfiyME' (0 =(fop)'(1). ‘est donc une snmple application du théoréme fondomentol del'analyse.
d O

~ biminia g O B P L Ik R RO P

Corollaire : Caracterisation des fonctions constantes sur un ouvert'connexe par arcs

Si f 6" (%,F) et  est connexe par arcs, alors f est constante si et seulement si d f =0. }

Démonstration

Le sens direct a déja été vu. |

Pour le sens réciproque, seul le cas convexe est au programme. On suppose donc % convexe etdf = 0
Soient a,be %, on veut montrer que f(a) = f(b).

Mais on peut relier a et b par un segment inclus dans % par convexité : y: 1€[0,1]— ra+(1-1bde closse el
Alors, la propriété précédente donne f(b) - f(a)=0. ‘ . : O

Calcul différentiel - page 22

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

Oly e

£ Propriete : Condition nécessalre d'exiremum local

( Soit @ ouvert-{trés important) et f:9 — R différentiable en ae .

Si f présente un extremum local en a, alors a est un point critique de f, c'est-a-dire d f(a) =

émonstration f bine

Il suffit de revenir aux dérivées partielles. ’ L0

/Il Géométrie différentielle

Définition : Vecteur tangent

Si A est une partie de E, ae A. Un vecteur ve E est dit tangent & A en a lorsqu'il existe £> 0 et un arc
y:1-¢,e[— A, dérivable en 0 tel que y(0) = a et y'(0) = v. 1

TR

Définition : Ligne de niveau

Soit# unouvertde E, f: % =R, 1eR.
On appelle ligne de niveau A pour f I'ensemble
={ue%, flu)=

. Remarque

Pour une surface z = f(x, y), celarevient & prendre I'intersection de la surface avec le plan horizontal d'équation
z=A.

C'est ce que I'on voit apparaitre sur une carte topographique avec des courbes d'une altitude fixée (appelées
aussi isopléthes d'altitude).

Propriété y

Si E est euclidien, f est différentiable et la ligne de niveau A, # @ (d’équation flu) =2, a(ofs pour
tout ae A, Vf(a) est orthogonal & fout vecteur tangent & A, en a.

——— T

Demonstmllon

Si vesttangenta Ay ena,onae>0et y:l-¢e[— A, dérivable en o fel que y(0)=aety(0)=
Alors pour touf el -:.z[ f (y(x)) = A et en dérivant (on peut) en 0, d [(7(0)) (Y(O)) d f(a)(v) (V f(a)lu) = 0

Corollaire

Si f est différentiable sur I'ouvert &% de R? & valeurs réelles, € la courbe d'équation f(x,y) = A (dite
implicite), ao = (xo, yo) € % alors si V[ (a) #0, c'est un vecteur normal a € en ay.

1 ol " oy
(A mea 0

" Remarque
D'ou I'équation de la tangente a € en (xp, yo) :

1 I (o yo)x = x00+ 2L (x0. yody = yor =
i g 0 YOI X = o) + F 0 (30, Jo)y = yo) = 0

{ | Exerclce

} Retrouver I'équation de la tangente en (xq. yo) @ une courbe donnée par une equallon (expllclle) y = f(x).
jj On pourra poser F(x,y) =y - f(x).
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VI Gradient et points critiques’

Définition - Propriété : Gradient

Soil E un espace euclidien, % un ouvert de _{:‘_[ 1% — R une fonction différentiable. Alors pour tout
ae¥, il existe un unique vecleur noté Vf(a) ou grad f(a) €l appele gradient de f en a lel que pour tout
he E, d f(a)()=(Vf(a)lh).

Démonstration

f “C'estle'théoréme de représentation de Riesz 1 la forme |mé01re df (a) 5 écrlt X (U t) pour un certain vecreur
b... it N 4 : a

” Remarques

R1- Oncomprend mieux la notation alternative d f(a)- i faisant penser @ un produit scalaire. Le DL, de f différen-
{ tiable en a dans F euclidien se récrit

f(ail:)=f(a)+ ‘(Vf(a)lh)‘ +6'(h)
—/_J |

produit scclaire

R2- Dans R* muni du produit scalaire canonique,

af
(@) [In
df(u](h)-lubl(a)wm f(a) [3—( )) (, )
a 12

{ On refrouve notre gradient habituel. |
fi Exactementle meme rcnsonnement (expressnon du produit scalaire en base on‘honorm e) donne lc propriéte

i suivante,

Soit E un espace euclidien, % un ouvert de E f .4 — IR une fonction diftérentiable. i I'on fixe une
base orthonormée de E, le coordonnées de V f(a) dans cette base sont

Df npltoss
3 ‘JI’(“)] gLwaippidid s wph :

i
Lh}

' Remarque : Interprétation géométrique
{

[ On suppose [ différentioble en a et Vf(a) £ 0. .
Notons S la sphére unité de £ pour la norme lI-lz2. D'apres I‘inégolilé de Couchy-Schworz i e

}
i‘: vhes, dflat = (Vf@|h)<|(Cf@|n)| <V @], 0hlz = V@],
: : V/ia)

! r ce majorant est atteint pour hy = ————.
i O ] st atteint p 10 v fial,

}i Ainsi le vecteur Vf(a) donne la duechor\ et le sens de plus forte variation de la fenction f.
; C'est & la base d'algerithmes d'optimisation (descente de gradient), utilisé par exemple en Machine Leamning

[ (apprentissage automatique :inteligence crtificielle).

1
!
E

IO

ner (;_ O

L)

[ " Définition : Point critique
H

On dit que a est un point critique de f lorsque df(a) =0, gttt Seve _
Si E est euclidien, cela équivaul a ¥ f(a) = g b i e Wt ARl iAol

Soit f:a — R différenliable. o3
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/ I Propriete o

"' Soit % ouvert de R?, f:% — R différentiable. }
Soit S R? la surface représentative de f, c'est-a-dire '

S={x.y2eRY (x,)e¥,z= f(x,y)}.

1 Soit ¢ UER. iSHas
1 (02— z=f(x,))

L'ensemble des vecteurs tangents &1 S en ap = (xo. yo.Z0) € S est un plan vectoriel P de vecteur normal
Vgla), donc d'equation Vela)-(x, y.2) =0.

On appelle espace tangent & S en a, le sous-espace affine ay+ P, d'équation Velag) - (a-ag) =0 00
a=(x,y.2)eR%. \

—_—

Remarque
On retrouve, pour le plan tangent, une équation type « £€quation de la tangente » :

d
z-20=(x-xg) —0'( (xp. o) +(y— )'o)—f {x0, yo0).
dxp dyo
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