Préparatoire MP2

Prof : Nedra Moalla

Résumé ”Calcul Différentiel”

Dans tout ce chapitre F et F' deux R e.v.n dimension finie. Bg = (ey, €s, ..., €,) une base de E,

Bp = (v1, 0, ...,v,) une base de F' et U un ouvert non vide de E.

Continuité

e Soient f:UCFE — FetacU.
On dit que f est continue en a si lim f(x) = f(a).

Tr—ra

e f est continue sur U si f est continue en tout point a € U.

o Soit f(z) = Y fr(x)vx.

f est continue sur U si et seulement si V 1 <k <p fr est continue sur
U.

e Application
: f:UCR" —R?P
Soit
z— (fi(x), ..., fr(x))
f est continue sur U si et seulement siV 1 < k <p f est continue sur
U.

Exemple
1) Les fonctions polynomiales sont continues.

2) Les fractions rationnelles sont continues sur leurs domaines de définition.

3) On vérifie que la fongtion suivante :
fANRY— R
o2
(22 +y?)
0 si(

(z,y) —

est continue sur R2.

Différentielle de f en un point
e Soit f: U — FetacU.

On dit que f est différentiable en « s’il existe une application linéaire
notée df (a) : E — F telle que

fa+h) = fa) +df(@)(h) + |[Blle(h) avee Tim <(h) =0.

e Si f est différentiable en a, alors 'application df (a) est unique.

Exemple.
L’application
f: Mu(R) — M,(R)
M +—— M? '
est différentiable et df (M )(H) = MH + HM.

Exercice.



Soient V' € M, 1(R), A une matrice symétrique réelle et f la fonction définie %; Application linéaire
sur M, 1(R) par

1
FX) = 5 (X, AX) — (V. X).

Si f: E — F une application linéaire, alors f est différentiable en
1) Soit X € V' € M, 1(R), montrer que pour tout H € M, ;(R),

tout point a € E avec

df(a) = f|

FX -+ H) = (X) = (H, AX = Vo) + 5 (H, AH). Exemples

1) Soit (E, < .,. ») un/(espace euclidien et b € E. L’application
2) Déduire que f est différentiable sur M,, 1 (R) et que sa différentielle en un
point X est donnée par

Y x —< b, »> est différentible sur £ et on a :
Df(X)H = (H, AX - Vp),

d h) =<b,h >, Vhe E.
G € Mo (R) (@)(h) =< bh >, Vhe
2) Soit A€M, (R), justifier que la fonction f: X —— AX est differentiable
%Propriéte et ‘donner sa différentielle
| Si f est différentiable en a, alors elle est continue en a Application bilinéaire.
Exemples fondamentaux
4, Lemme
Fonction d’une variable réelle Soient F', G et H des e.v.n. de dimensions finies.
Soit f : I C R — F une fonction d’une variable réelle (Fonction
vectorielle) et a € I.

On considere B : F' x G — H une application bilinéaire, alors il
existe ¢ € R, telle que
f est différentiable en a si et seulement si f est dérivable en a et on a :

df (a)(h) = f'(a).h, VYheR

1B, y)lln < cllallellylle, Vo € B, y € F
alors [ f'(a) = df (a)(1),

%Fonction Constante

Si f: U — F est une fonction constante, alors elle est différentiable
en tout point a € U et

df (a) = Oz(e,p)




"f,Théoréme
Soit f:UCFE—F,g:UCFE— Get

B: F x G — H une application bilinéaire. On définit Iapplica- f est dérivable en a suivant tout vecteur v € E'\ {0g}
tion :
B(f,q): UCE—H

z+— B(f,9)(x) = B(f(2), 9(x)).

Remarque

f différentiable en a

: Exemple
Si f et g sont différentiables en a € U, alors B(f, g) est différentiable

Une application dui ad% dérivées dans toutes les directions en un point
en a et ona ((0,0)) mais qliivn’est,pas.différentiable en ce point est donné par I'applica-
tion f:R? - R
dB(f,g)(a)(h) = B(df(a)(h), g(a)) + B(f(a),dg(a)(h)), Vh € E.

1e par

5
x
b si (z,y) # (0,0)
Exemple . @) R?, f(z,y) = { (y —2?) +at '
On considere < ., . > le produit scalaire canonique de M,, 1 (R) et A € M, (R). 0
L’applicdation ¢ : X —< AX, X > est différentiable sur M,, 1 (R).

R
VX € M, 1(R), dp(X)(H) =< (A+'A)X, H >, VH € M, 1(R).

{(0,0)} sont données par
Dérivées selon un vecteur

) 0 sivg#0
Soit f:U — Fetvelk. D,f(0,0)=q v . 0
On dit que f admet une dérivée en a € U selon le vecteur v si o STl
t .
lim fla+tv) = fla) existe dans F'. Dans ce cas on note :
t—0 t

Dy f(a) = Tim flat+tv) - fla)|

t—0 t

Si f est différentiable en a alors f est dérivable en a selon tout vecteur
ve Eet

"f,Théoréme

D, f(a) = df (a)(v)




e
\SEO?VIa fonction f définie sur R? & valeurs dans R3 par :

Application.

e Si frUCR" —RP alors
z— (fi(z), ..., f(2))

6f c’)fl af2 8fp

O, (a) = (63% (a), o, (a), ..., oz, (a)).

[z, y) = (zy, 2> + y,In(1 + y?))

Ecrire la matrice jacobienne de f en tout point (z,y) € R?.



%Opérations sur les différentielles

i) Soient a € U et f,g: U — F.

Si f et g sont différentiables en a, alors VA € R, la fonction \f + g est
différentiable en a et on a :

Va € U, d(Af + g)(a) = Mdf (a) + dg(a).

Va e U, J,(Af+g) =Aof + Jug.

ii) Solent a € U f : U C E — F différentiableenaetg: V C F — G
telles que f(U) C V différentiable en f(a) alors la fonction gof est de
différentiable en a avec

d(gof)(a)

= dg(f(a))odf(a) et Jagof = Jpwg % Jof

Corollaire

L’ensemble des fonctions différentiables de €2 vers I’ constitue une sous-
espace vectoriel de F(£2, F).

@Q@Dérivée partielles de fonctions composée

e Soient z,y deux fonctions de V C R?> — Ret f: U C R? — R
telles que {z(u,v),y(u,v), (u,v) € V} CU.

Si les fonctions f, x et y sont de classe C'!, alors la fonction F : (u,v) —
f(z(u,v),y(u,v)) est de classe C* sur V et ona :

7 af

—(u,v)—(x(u, U),y(u,v))

0 ox;

Y (u,0) 2 (2o, ) y(w, )

au ) ay ) ) )

o—(u,v) =

ou
+

o%(u,v) =

(u, 0), y(u, v))
(z(u, v),y(u,v))

~(u,
81}
0
L%

k-
2 (u,0)

(2
Of
s

%fé”Utilisation des coordonnées polairesCoordonnées
polaires”

On pose ¢(r,0) = f(rcosf,rsinf) avec f une fonction de C! sur R2
Al%rs 5 p
o—g(r, 0) = = (rcosf,rsinf) = cos Q—f(r cos B, rsin0)
or or :z:af
+ sin(@)a—y(r cosf,rsin )
ag( ) = 0 —~(rcosf,rsinf) = —rsin@g(rcose,rsin&
o 00 a0 f
+r cos(6) o (rcosf,rsinf)

Dérivée le long d’un arc

Soit f:UCE—Fety:ICR— E tel que«(t) CU.
Si v est dérivable en t et f est différentiable en «(t), alors f oy est
dérivable en t et

(foy)(t) = df (v(£))(Y'(¥))-
%Régle de la Chaine
Soient f : U — R et xy,29,...,2, : I C R — R tels que

(‘r1<t>7$2(t)7 7xn<t>) cU.

of est dif ferentiable sur U.
Si

oVl <1 <n x; estderivable sur I
alors la fonction

F:IT—R
t— f((xl(t>,l‘2(t),

 Zn(t))



est de dérivable sur I avec

Exemple

Soit f : R? — R une fonction differentiable.
On définit g : R — R par g(t) = f(2 + 2t,t?).
Vérifier que g est dérivable et calculer ¢’(t) en fonction des dérivées partielles

de f.

Applications numériques différentiables.

gcf;Lemme de Représentation de Riesz

Soit (E, <,>) un espace euclidien et ¢ : E — R une forme linéaire.

Alors il existe un unique élément u € E tel que p(z) =< u,x >
, Ve e F.

%)‘;Proposition-Déﬁnition” Gradient”

Soit (E, <,>) un espace euclidien, f : U C F — Reta € U.
Si f est différentiable en a (df (a) est une forme linéaire de E dans R),
alors il existe un unique vecteur noté V f(a) tel que

df(a)(h) =<V f(a),h >, VYheE.
V f(a) est appelé vecteur gradient de fen a.

Si B = (eyq,...,e,) est une B.O.N de E, alors

Vh € E df(a)(h) =<V f(a),h >= ihz of (a)

dx;
ha
avec ) est le vecteur des composantes de h dans la base B. Ainsi
o
o (a)
est le vecteur des composantes de V f(a) dans la base B.
o (@)



Extremum

"f,Déﬁnition

Soient f:UCFE —Retael.

e On dit que f admet un maximum global en a si
pour Vz € U, f(x) < f(a).

e On dit que f admet un minimum global en a si
pour Vx € U, f(z) > f(a).

nimum local . .
minimum global

O

T

e¢On dit que f admet un maximum local en a s’il existe r > 0 tel que Point critique
pour Vo € UN B(a,r), f(x) < f(a). Soient f : U € E — R une fonction différentiable et a € U.
b On dit que a est un point critique de f si df(a) =0 <= V1 <i <
e¢On dit que f admet un minimum local en a s'il existe r > 0 tel que n, a_f(a) —0.
pour Vo € U N Bla,r), f(x)> f(a). Ox;

e On dit que f admet un extremum global (resp. extremum local)
si f admet un maximum global ou un minimum global (resp. maximum
local ou un minimum local).




Fonction de classe C!

Définition
Soit f:UCE—F
On dit que f est de classe C! sur U si f est différentiable sur U et
I’application
df - U — L(E,F)
r—df(z)

est continues sur U.

Exercice
Soit f(z,y) si (z,y) # (0,0). et £(0,0) = (0,0)

. que f est continue sur R2.
ADéterminer les fonctions dérivées partielles




%Théoréme
e Soit f: U C R" — RP.

of est de classe C sur U.
Si

, alors
o/ est un ouvert connexe par arcs

f est constante sur U si et seulement si df (a) =0 Va € U.

Dérivées partielles d’ordre deux

%Déﬁnition

Soit f: U CR" — RtelsqueV1<i<n, af‘

1

existe.

Si la fonction

admet une dérivée partielle par rapport a sa j-eme

?f _ 0 o
8%8% n 8!Ej 6@ ’

f
(‘9@-

variable, on la note

%)‘;Déﬁnition

Soit f: U C R" — R.

On dit que f est de classe C? sur U, si les derivées partielles possible
d’odre 2 existent et sont continue.

Exemple Si f:U C R? — R.

f est de classe C? sur U si les derivées partielles
o2f  0*f O*f ot 0% f
ox2 " Oy?’ Oxdy  Oyox

existent et sont continue.

4

%Théoréme Schwarz

Soit f: U C R® — RP.
f est de classe C? sur U, alors pour tout a € U

8% f

(@) = -2S
’ &Bzé?x]

-~ Gx]é?xz (CE>

V1<ij<n

Fonctions'de classe C*

%Déﬁnition : Dérivées partielles d’ordre supérieur

Soit U ouvert de RP, f : U — R™ On appelle dérivée partielle
d’ordre k € N*, une dérivée 8—g0 ou ¢ est une dérivée partielle d’ordre
x‘ .

k — 1 de f. Les dérivées partielles d’ordre k£ sont de la forme

of

0 0 0
(%cik axik71 o 8xi2 a.’L‘il o

@-k .. 8“.]0 ou i17 .

o f B
Ox;, ...0x; N

noté ik €41, ..}

%f;Déﬁnition

e Soit k € N*, U ouvert de R?, f : U — R™. On dit que f est de classe
C* si toutes ses dérivées partielles d’ordre k existent et sont continues.

e On dit que f est de classe C™ si elle est de classe C* pour tout
ke N.



Toute application polynomiale sur R” est de classe C* sur R". .
"f,Propriété

On note f = (f1,..., fn),k € NU{+o0}. Alors f est de classe C* si et
seulement si chacune des f; l'est.

Applications a la géométrie.

Définition
Si A est une partie de F, ry € A. Un vecteur v € E est dit tangent a

A au point zg lorsqu’il existe € > 0 et un arc 7 :] — ,e[— A, dérivable
en 0 tel que y(0) = a et 7/(0) = v.

Arc vy

&‘Zﬁ
&

"f,Déﬁnition Ligne de niveau
Soit U un ouvert de E, f:U — R, A € R.
On appelle ligne de niveau \ pour f I’ensemble

Ay={uel, f(u) = A}

10

Exemple de ligne de niveau




Remarque Pour une surface z = f(x,y), une ligne de niveau revient a
prendre l'intersection de la surface avec le plan horizontal d’équation z = A. Z (Vecteur normal)

Po(z0, Yo, 20)

SN

gﬁ@,Théoréme

Soit (F,< .,.>) un espace euclidien et f : U C E — R une fonction
différentiable. Si A est une ligne de niveau, alors les vecteurs tangents
a A en x € A sont orthogonaux au vecteur gradient en x.

Plan Tangen

////;IZI 4
i,

i

Plan tangent a4 une surface dans R’

%Théoréme
Soit f : U € R?> — R une fonction de classe C'. On considere la
surface :

Y ={(z,y,2) € U, tel que z= f(x,y)}.

Pour M (zg,v0,20) € 3, le plan tangent au point M (xg,yo,20) est
d’équation :

z—z=(z - ilfo)g—];(fﬂo,yo) +(y - 90)2_5(930790)'

11



