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Les calculatrices sont autorisées
Notations et objet du probléeme

/ J

e Lanotation K désigne indifféremment 'ensemble R des nombres réels ou 'en-
semble C des nombres complexes.

e 1 désigne un entier supérieur ou égal a 1.

e On note M, (K) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n > 1 a coefficients
dans K. La matrice identité de M,,(K) est notée I !

e - Dans tout le probleme, on identifie les deux espaces vectoriels M,, 1 (K) et K"
c’est-a-dire qu’on identifie un vecteur de K" avec le vecteur colonne de ses
composantes dans la base canonique de K". De la sorte, si M € Mu(K) et
x € K", on peut former le produit Mx € K", ce qui permet de définir I'endo-
morphisme fj canoniquement associé a M par :

Vx e K", fpu(x) =

L'image de fp, (Imfys) sera notée lm(M) etle noyau de fM, (Ker fM) sera noté
Ker(M). e
Pour toute matrice M de M, (]K) on note U'(M) le spectre de M, c est—é d1re
I'ensemble de ses valeurs propres complexes. On note p(M) le rayon spectral
de M, c’est-a-dire le plus grand module des valeurs propres de M.

e Ondira qu’une suite de K" (respectivement de M, (K)) converge, ou est conver-
gente, si elle converge pour une norme particuliere de K" (respectivement de
M, (K)). On sait qu’elle converge alors pour toute norme de K" (respective-
ment de M, (K)) puisque ces espaces sont de dimension finie. -

e L'espace vectoriel R" est muni de son produit scalaire canonique, noté ( , ). La
norme euclidienne associée est notée || ||.
Un endomorphisme symétrique f de R" est dit positif si, pour tout x de R",
(f(x),x) > 0.
Un endomorphisme symétrique est dit défini positif si, pour tout x de R”, x
non nul, {f(x),x) >"0.
On dit de méme qu’une matrice symétrique M € M, (IR) est positive si l’'endo-
morphisme de R" canoniquement associé a M est positif, et qu’elle est définie
positive si ce méme endomorphisme est défini positif.

Dans tout le probleme, A € M, (R) est une matrice symétrique, b € R" est un vec-
teur fixé, et I’on étudie des méthodes itératives pour approcher la ou les solutions
du systéeme Ax = b.
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Partie I - La fonctionnelle | D zweed ‘

I.LA.1) Montrer qu'une matrice symétrique M de M,(IR) est positive si et seule-
ment si son spectre o(M) est inclus dans R*, et qu’elle est définie positive si et
seulement si son spectre o(M) est inclus dans R* \ {0}.

LA - Question préliminaire

L.B - Cas particulier:n =2

-4’7 =75

Dans cette question, on pose A =. [ i ] eth = ( i ).»On définit la
fonction F sur IR? 3 valeurs dans R de la fagon suivante : ) '

1 |
pour tout v = ( 2 ) de R?, F(v) = 5(Av,0) — (b, v).

a) Justifier que la fonction F est de classe C! sur R%.
La fonction gradient de F (grad F) est notée VF.

b) Prouver que :
Vv € R?, VF(v) = Av—b.

c) En déduire que la fonction F admet un unique point critique sur R%

—— T ——— —_—- Pl T

.e) Déduire de la questlon précédente que la fonctlon F admet un minimum global
sur IR?, que I’on précisera.

I.C - On suppose dans cette question que'la matnce A de My (R) est symetnque
positive et on définit I’application I de R" dans R :

Vo € R J(p) = %(Av, v) — (b, ). *“l"»

appelée la fonctionnelle associée a A. A : g

b 1
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LCT) 1. . que, pour tout couple (v, 1) de vecteursde R”, ona:
(Av, h) = (Ah,v).

V](v) = Av — b pour tout v € R".
1.C.2)

a) Expliciter la fonction R : R” — R telle que

Yo,heR", J(v+h) =]+ (V](v)h)+R(h).

Quel est le signe de R(h)? :
b) On suppose qu'un vecteur vy € R" est tel que J(v) > | (vo) pour tout v € R".

r- - Ja—— . St R o -

T guatife gve

B - LS e -
- - ce—a -

V](vo) =0.

1.C.3) On suppose que la matrice A est symétrique définie positive.

a) Montrer qu'il existe un unique vg € R" tel que J(vp) = il}l{” J(v), et le détermi-
: ve

ner en fonction de A et b.

b) Soitv € R" etd € R", d non nul.
. Montrer qu'il existe un unique r € R tel que J(v —rd) = inf J(v —pd).

pe :
Exprimer r en fonction de v,d et A. me,&_ qU» A Q.Ig}rz 1A é,>&> \
R

1.C.4) On suppose encore que la matrice A est définie positive. Déterminer deux
constantes & > 0 et m > 0 en fonction du spectre de A telles que :

(V](v) = V](u),v —u) > a|lv—ul|?
IV (v) = V]()[| < m|jo —ul|
pour tout couple (1, v) de vecteurs de R".

I.C.5) On suppose que la matrice A est symétrique positive, mais non inversible,
et que b appartient a Im(A). On note 1y un élément de R" tel que Aug =b.

Déterminer I’ensemble des vecteurs vy tels que [(vg) = i
ve

o J(0) s e

-—
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Partie II. - Méthode du gradient a pas optimal

Dans cette partie, A € M, (IR) est symétnque définie positive. On note vo € R"le
vecteur tel que Ayg = b.
On construit une suite (1), par récurrence :

e on choisit ug € R" et1’'on pose dg = V](up);
e en supposant 1, déja construit, on définit 1y, en fonction de 1, de la fagon

suivante : ,

on posed; = V](uy) eton détermine ry € R tel que }(uk —ridy) = innf{](uk,— pdk)
pE

(cf. .C.3.b).

On pose alors gy = Uy — rydy. La suite (1), est donc bien définie, ainsi
que la suite (dj);cIN-

IIL.A -

III.LA.1) Montrer que, pour tout entier X, (dy;1,dr) =0

II.A.2) Montrer qu'il existe « > 0 dépendant du spectre de A tel que :

\

J(ug) = J(gqq) 2 _”"k+1 — [

. TII.LA.3) Prouver que la suite (J(ux)),cpy €st convergente.
Montrer alors que Llim ||ttg41 — k|l = 0.
L — 00 y

I1II.A.4) Montrer que ||dy|| < ||dx — di41]], puis que khT dy = 0.

III.LA.5) Montrer que (V](u), ux — vo) = «lluy — o||%. Prouver finalement que
Llim || — vo|| = 0.
— 00
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