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Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Calcul di�érentiel

Exercice 1 I) On considère la fonction suivante :

f : R2 −→ R

(x, y) 7−→


xy3

(x2 + y2)
si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

1) Etudier la continuité de la fonction f sur R2.

2) Déterminer les fonctions
∂f

∂x
et

∂f

∂y
.

3) La fonction f est-elle de classe C1 sur R2 ?

II) Montrer que les fonctions suivantes sont de classe C1 sur R2.
1) f(x, y) = (4x+ y3)exy.
2) f(x, y) = Log(1 + x2 + y2)cos(xy2).

Exercice 2 On considère la fonction suivante :

g : R2 −→ R

(x, y) 7−→


xy(x2 − y2)

(x2 + y2)
si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

1. Montrer que la fonction g est de classe C1 sur R2.

2. Calculer
∂2g

∂x∂y
(0, 0) et

∂2g

∂y∂x
(0, 0).

3. g est-elle de classe C2 sur R2 ?

Exercice 3 On considère une fonction φ de classe C2 sur R∗
+ et on dé�nie

g par
g R∗ × R∗ −→ R

(x, y) 7−→ g(x, y) = φ(x2 + y2)

1. Calculer les dérivées partielles
∂g

∂x
et

∂g

∂y
en fonction de φ′.

2. Calculer les dérivées partielles
∂2g

∂x2
et

∂2g

∂y2
en fonction de φ′ et φ′′.

3. Déterminer les solutions sur R∗
+ de l'équation di�erentielle

tZ ′′ + Z ′ = 2t (1).

4. Dans cette question, on se propose de déterminer les fonctions φ
pour lesquelles la fonction g véri�e l'équation aux dérivées partielles
suivante :

∂2g

∂x2
(x, y) +

∂2g

∂y2
(x, y) = 8(x2 + y2), ∀(x, y) ∈ R∗ × R∗ (2).

a) Montrer que si g véri�e (2), alors φ véri�e (1), puis donner
l'expression de φ.
b) En déduire l'expression de g.
c) Déterminer la fonction g solution de (2) et véri�ant

g(1, 0) = 0, et
∂g

∂x
(0, 1) +

∂g

∂y
(0, 1) = 1.

Exercice 4 Soit f : R2 −→ R2 un fonction de classe C1. On dé�nit
g : R2 −→ R2 par :g(u, v) = (uv, u2 + v2)
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1. Justi�er que g est de classe C1 sur R2 et déterminer la matrice
Jacobienne de g en tout point (u, v) ∈ R2.

2. Déduire que la fonction h :: R2 −→ R dé�nie par :

h(u, v) = f(uv, u2 + v2)

est de classe C1 et exprimer ses dérivées partielles
∂h

∂u
et

∂h

∂v
en

fonction des dérivées
∂f

∂x
et

∂f

∂y
.

Exercice 5 Le but de cette exercice est de déterminer toutes les fonctions
g : R2 −→ R de classe C1 véri�ant :

∂g

∂x
− ∂g

∂y
= a

avec a ∈ R. On pose f : R2 −→ R dé�nie par : f(u, v) = g(
u+ v

2
,
v − u

2
)

1. Montrer que
∂f

∂u
=

a

2
.

2. Déduire l'expression de f .

3. En déduire les solutions de l'équation initiale.

Exercice 6 Soit f une fonction de classe C2 sur un ouvert R2

et g(r, θ) = f(r cos θ, r sin θ), (r, θ) ∈ R2. On suppose que

∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
= 0.

Montrer que g est de classe C2 sur R2 et que

r2
∂2g

∂r2
+ r

∂g

∂r
= −∂2g

∂θ2
.

Exercice 7 On considère < ., . > le produit scalaire canonique de Mn,1(R).

1. Montrer que l'application f : X 7−→ ||X||2 est di�érentiable sur
Mn,1(R) et calculer sadi�érentielle.

2. Soit A une matrice symétrique rélle. On cosidère l'application dé�nie
par :

RA : Mn,1(R)\{0} −→ R

X 7−→ < AX,X >

||X||2

Montrer que RA est di�érentiable et déterminer sa di�erentielle en
tout point X ∈ Mn,1(R)\{0}.

Exercice 8 On considère < ., . > le produit scalaire canonique de Rn.
Soit A ∈ Mn(R) et q l'application dé�nie par :

q : Rn −→ R
X 7−→< AX,X >

1. Montrer que q est di�erentiable sur Rn et déterminer la di�erentielle
de q en tout point X ∈ Rn.

2. En déduire que ∀X ∈ Rn, ∇q(X) = (A+t A)X.

On suppose dans la suite que A est symétrique dé�nie positive c.a. d
∀x ∈ Rn|{0}, < AX,X > > 0.

3. Montrer que Sp(A) ⊂ R∗
+.

4. Soit b ∈ Rn. On pose

φ : Rn −→ R
X 7−→ 1

2
< AX,X > − < b,X >

Justi�er que φ est di�érentiable sur Rn et que ∇φ(X) = AX − b.

5. On pose λ = min{µ, µ ∈ Sp(A)}.
a) Montrer que ∀X ∈ Rn, < AX,X >≥ λ||X||2.
b) Montrer que ∀X ∈ Rn, φ(x) ≥ λ

2
||X||2 − ||b||||X||.

6. Véri�er que lim
||X||−→+∞

φ(x) = +∞, puis déduire que φ n'admet pas de

maximum sur Rn.
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7. On pose D = {X ∈ Rn; ||X|| ≤ 2||b||
λ

+ 1}.
a) Montrer que D est un compact de Rn.
b) En déduire qu'il existe Y ∈ D tel que inf

X∈D
φ(X) = φ(Y ).

8. a) Montrer que ∀X /∈ D, φ(X) > 0.
b) En déduire que inf

X∈Rn
φ(X) = φ(Y ).

c) Montrer que Y = A−1b.

Exercice 9 On considère < ., . > le produit scalaire canonique de Rn et ||.||
la norme associée.
Soit A ∈ Mn(R), on pose N(A) = sup

||X||=1

||AX||.

On rappelle que ∀ A,B ∈ Mn(R), N(AB) ≤ N(A)N(B).
On pose S = {X ∈ Rn, ||X|| = 1} et on considère

F : Rn −→ R
X 7−→< AX,X >

1. Justi�er l'existence de X0 ∈ S tel que F (X0) = max
X∈S

F (X).

b) Justi�er que F est de classe C1 sur Rn et que
∇F (X) = (A+t A)X, ∀X ∈ Rn.

Soit V un vecteur non nul de Rn tel que V est orthogonal à X0 et on
consière

γ : ]− 1, 1[−→ Rn

t 7−→ cos(t||V ||)X0 +
1

||V || sin(t||V ||)V

c) Veri�er que γ(0) = X0, γ′(0) = V et que pour tout t ∈
]− 1, 1[, γ(t) ∈ S.
Véri�er que F ◦γ admet un maximum en 0. Que vaut alors la dérivée
de la fonction F ◦ γ en 0.
d) En déduire que < ∇F (X0), V >= 0 puis que ∇F (X0) = λX0 avec
λ ∈ R.
e) Justi�er que λ est une valeur propre de tA+A et que tX0AX0 =

λ

2

2. Conclure que max
X∈S

|tXAX| = 1

2
ρ(tA+ A)

avec ρ(M) = max{|λ|, λ v.p de M}.

Exercice 10 Les questions de cette exercice sont indépendantes :

1. soit f(x, y) = x2 + y2 + xy + 1.
a) Déterminer les points critiques de f .
b) Montrer que (0, 0) est un extrémum global de f .

2. Soit g(x, y) = x2 + 2y2 − 2xy − 2y + 5.
Déterminer les extrémums de g.

Exercice 11 On muni R[X] du produit scalaire :

(P,Q) 7−→< P,Q >=
1√
π

∫ +∞

−∞
P (x)Q(x)e−x2

dx.

Pour tout n ∈ N, on pose In =

∫ +∞

−∞
xne−x2

dx.

1. Justi�er que ∀ n ∈ N, I2n+1 = 0 et I2n+2 =
2n+1

2
I2n.

On pose Γ(x, y) =
1√
π

∫ +∞

−∞
(t2 − xt− y2)2e−t2 dt.

2. Montrer que Γ(x, y) = 3
4
+ 1

2
x2 + y2 − y. (On admet que∫ +∞

−∞
xne−x2

dx =
√
π).

3. Montrer que Γ admet un minimum absolu.

4. En déduire la valeur de d(X2,R1[X]), la distance entre X2 et R1[X].

Exercice 12 On note ||.|| la norme associée au produit scalaire canonique
de Rn. et on considèree b = (4, 1, 1), u = (1,−1, 0) et v = (1, 0,−1) ∈ R3.
Pour tout (x, y) ∈ R2, on pose f(x, y) = ||b− xu− yv||2 et

∑
la surface de

R3 donnée par ∑
= {(x, y, z) ∈ R3telque z = f(x, y)}
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1. Véri�er que f(x, y) = 2(x2 + y2 + xy − 3x− 3y + 9).

2. Montrer que f est de classe C∞ sur R2 et calculer
∂f

∂x
et

∂f

∂y
.

3. Montrer que min
(x,y)∈R2

f(x, y) existe et donner sa valeur.

4. Veri�er que M = (1, 1, 12) est un point de
∑

et déterminer l'équation
du plan tangent à

∑
en ce point.

Problème.

Partie I.

Soit (an) une suite de nombres complexes telle que la série entière
∑
n≥0

anz
n

ait un rayon de convergence in�ni.

1. Soit z ∈ C∗. Montrer que la série
∑
n≥0

(n + 1)an+1z
n est absolument

converente.
(Ind : On pourra écrire pour tout r > |z|, (n + 1)an+1z

n =
an+1r

n+1( z
r
)n+1 n+1

z
.)

2. En déduire que la série
∑
n≥0

(n+ 1)an+1z
n est de rayon in�ni.

3. On pose pour z ∈ C,

S(z) =
+∞∑
n=0

anz
n et S1(z) =

+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1z
n.

Pour z0 ∈ C, on pose l'application

f R2 −→ C
(r, θ) 7−→ S(z0 + reiθ)

4. Montrer que f est continue sur R2.

5. Montrer que f admet une dérivée partielle première par rapport a r
donnée par :

∂f

∂r
(r, θ) = eiθS1(z0 + reiθ)

6. Montrer que f admet une dérivée partielle première par rapport à θ
donnée par :

∂f

∂θ
(r, θ) = ireiθS1(z0 + reiθ).

7. En déduire que f est de classe C1 sur R2 et véri�e l'équation aux
dérivées partielles :

r
∂f

∂r
(r, θ) + i

∂f

∂θ
(r, θ) = 0.

Partie II.
Soit f : (r, θ) 7−→ f(r, θ) une application de classe C1 sur R2 telle que pour
tout r ∈ R l'application fr : θ 7−→ f(r, θ) soit 2π-périodique.
Pour tout n ∈ Z, on pose

un(r) =
1

2π

∫ 2π

0

f(r, θ)e−inθ dθ.

On admet que pour tout (r, θ) ∈ R2,

f(r, θ) = u0(r) +
+∞∑
n=1

un(r)e
inθ + u−n(r)e

−inθ.

1. Montrer que pour tout n ∈ Z, l'apllication un : r 7−→ un(r) est de
classe C1 sur R et que pour tout r ∈ R,

u′
n(r) =

1

2π

∫ 2π

0

∂f

∂r
(r, θ)e−inθ dθ.

2. On suppose dans cette question que pour tout (r, θ) ∈ R2

r
∂f

∂r
(r, θ) + i

∂f

∂θ
(r, θ) = 0.
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a) Soit n ∈ Z, montrer que pour tout r ∈ R,

ru′
n(r)− nun(r) = 0.

b) En déduire que pour tout n ∈ Z, il existe an ∈ C tel que

∀ r > 0, un(r) = anr
n.

c) Montrer alors

∀ r ≥ 0, un(r) =

{
anr

n si n ∈ N
0 si n < 0

d) En déduire que

∀(r, θ) ∈ R+ × R, f(r, θ) =
+∞∑
n=0

anr
neinθ.

Partie III.
Soit F : C −→ C une application, on lui associe l'application f : R2 −→ C

dé�nie pour tout (r, θ) ∈ R2 ; par :

f(r, θ) = F (reiθ).

Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
i) La fonction f est de classe C1 et véri�e l'équation

r
∂f

∂
(r, θ) + i

∂f

∂
(r, θ) = 0.

ii) Il existe une suite complexe (an) telle que

∀z ∈ C, F (z) =
+∞∑
n=0

anz
n.

iii) ∀z0 ∈ C, il existe une suite (bn) telle que F (z) =
+∞∑
n=0

bn(z − z0)
n.
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