Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Calcul différentiel

Exercice 1 1) On considére la fonction suivante : Exercice 3 On considéréyune tion ¢ de classe C* sur R% et on définie
g par
f: R2—R R* * __ \R
xy? N s _ 2, ,2
i (wy) £ (0,0 ) > gz, y) = p(a* +y%)
(,y) —{ (22 +y?) dg 0
: leully lesNérivées partielles 22 et 22 en fonction de f
0 si (z,y) = (0,0) alcu érivées partielles o e dy en fonction de ¢'.
1) Etudier la continuité de laafonctzgn f sur R ler les dérivées partielles pye) et 52 " fonction de ¢’ et ¢".
o , f f x Y
2) Déterminer les fonctions Or el 8_y ‘tefminer les solutions sur RY de l’équation differentielle

8) La fonction f est-elle de classe C* sur R? ? t7" v 7 =2t (1).

II) Montrer que les fonctions suivantes sont de classe Ct sur R

1 — (4 3\ Yy 4. Dans cette question, on se propose de déterminer les fonctions ¢
) f(@,y) = (4o + y’)e™. losonelles | . i Léonati Jorind -
2) f(z,y) = Log(1 + 22 + y®)cos(xy?). pour lesquelles a fonction g vérifie 'équation aux dérivées partielles
susvante :
Exercice 2 On considére la fonction suivante : %(m,y} 4 %(ar,y) — 8(z2 +4?), Y(z,y) € R* x R* (2).
T Y
. 2
g: RE—R ry(a? — g a) Montrer que si g vérifie (2), alors ¢ vérifie (1), puis donner
(2,1) — % l'expression de .
Y O(x T b) En déduire l’expression de g.
c¢) Déterminer la fonction g solution de (2) et vérifiant
. ‘ . 0 0
1. Montrer q?g; la fonction ngst de clysse 4(1,0) =0, et a_g(O’ 1+ 8_9(0, =1
z Y
2. Caleuler — (0,0) et J (0,0).
drdy ydux Exercice 4 Soit f : R? — R un fonction de classe C'. On définit
3. g est-elle de classe C? sur R? ¢ g:R* — R? par :g(u,v) = (uv,u? + v?)
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1. Justifier que g est de classe C* sur R? et déterminer la matrice
Jacobienne de g en tout point (u,v) € R%

2. Déduire que la fonction h :: R? — R définie par :

h(u,v) = fluv,u® +v?)

oh oh
est de classe C' et exprimer ses dérivées partielles — et — e
ou ov
. oy of
fonction des dérivées —— et ——.
x Oy

Exercice 5 Le but de cette exercice est de déterminer toutes les fonctions
g:R? — R de classe C* vérifiant :

dg O0g

ox 8y_a

U+ v
2 b

V—Uu

5 )

avec a € R. On pose f: R*? — R définie par : f(u,v) = g(

0 a
1. Mont - =—.
ontrer que o~ = 3

2. Déduire l’expression de f.

3. En déduire les solutions de I’équation initiale.

Exercice 6 Soit f une fonction de classe C? sur un oupeh
et g(r,0) = f(rcos@,rsinf), (r,0) € R2. On suppose q

Exercice 7 On considére < .,. > le produit scalaire canonique de M, 1(R).

1. Montrer que Uapplication f : X —— || X||* est différentiable sur
M, 1(R) et calculer sadifférentielle.

Soit A une matrice symétri
par :

rélle. On cosidére Uapplication définie

N0 — R
<AX, X >

[1X[?
estydifférentiable et déterminer sa differentielle en

(0}

p < .,. > le produil scalaire canonique de R™.
hq Uapplication définie par :

Montrer que I

R" — R
Xr—<AX, X >

q:

nirer que q est differentiable sur R™ et déterminer la differentielle
de q en tout point X € R™.

. En déduire que VX € R", Vq(X) = (A4+' A)X.

On suppose dans la suite que A est symétrique définie positive c.a. d

Ve e R"{0},< AX, X > > 0.
3. Montrer que Sp(A) C R%.
Soit b € R". On pose

p: R —R
X—3<AX, X>-<b,X>

Justifier que p est différentiable sur R™ et que Vp(X) = AX —b.

On pose A = min{p, p € Sp(A)}.
a) Montrer que VX € R", < AX, X >> \|| X%
b) Montrer que ¥X € R™ p(z) > 2| X|)% — ||6]]]| X]||-

Vérifier que  lim
[1X||—>+00

mazimum sur R™.

o(x) = +00, puis déduire que ¢ n'admet pas de
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2]8l|

7. On pose D = {X e R"; || X]| < T+1}.

a) Montrer que D est un compact de R™.
b) En déduire qu’il existe Y € D tel que )i(ng o(X) =pY).
€
8. a) Montrer que VX ¢ D, ¢(X) > 0.
b) En déduire que Xinlg o(X) =p(Y).
e n
¢) Montrer que Y = A~1D.

x Exercice 9 On considére < .,. > le produit scalaire canonique de R™ et ||.||

la norme associée.

Soit A € M, (R), on pose N(A) =

On rappelle que V A, B € M,(R), N(AB) < N(A)N(B).
On pose S = {X € R", || X]|| =1} et on consideére

F: R*"—R
X+—<AX, X >

1. Justifier lexistence de Xy € S tel que F(Xy) = max F(X).
€

b) Justifier que F est de classe C* sur R™ et que
VF(X)=(A+'A)X, VX € R".

Soit V' un vecteur non nul de R™ tel que V' est orthog a Xo
consiere

on

v: ]—-1,1[—R"

t — cos(t||V]]) Xef+ I

v

+

c) Verifier que ~(0)
| —1,1[, v(t) € S.

Vérifier que F o~y admet un mazxitRum
de la fonction F o~ en 0.
d) En déduire que < VF(Xy),V >=
AeR. \

e) Justifier que \ est une valeur propre de A+ A et que ' XgAXy = 5

et qhe pour tout t €
Que vaut alors la dérivée

uis que VF(Xo) = AXo avec

1
2. Conclure que max "XAX|= §p(tA + A)
avec p(M) = max{|A|, A v.p de M}.

crithgae
est\un\ ext

omn

Exe WR[X] du produit scalaire :

I 2
(PM ’—><P;Q>:ﬁ/oo P(z)Q(x)e™™ dx.

—+00

n €N, on pose I,, = / e dr.

—00

Justifier que V. n € N, Iy,11 =0 et I5,19 = 2”—;11%.

1 too ‘ 2
On pose I'(x,y) = — (t* —at —y )e " dt.
VT J o

2. Montrer que I'(z,y) = % + %.7:2 + y?> — y. (On admet que

+00 )
/ 2"e dx = /7).
—o0
3. Montrer que I' admet un minimum absolu.

4. En déduire la valeur de d(X?,R,[X]), la distance entre X? et R;[X].

Exercice 12 On note ||.|| la norme associée au produit scalaire canonique
de R™. et on consideree b= (4,1,1), u= (1,—1,0) et v =(1,0,—1) € R3.
Pour tout (z,y) € R?, on pose f(x,y) = ||b — zu — yv||* et > la surface de
R3 donnée par

Z ={(z,y,2) € R3telque z = f(z,y)}
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1. Vérifier que f(z,y) =2(2* +y*> + 2y — 3z — 3y +9).

0 0
2. Montrer que f est de classe C™ sur R? et calculer —f et —f
or Oy
3. Montrer que ( m)in , f(z,y) existe et donner sa valeur.
z,y)ER

4. Verifier que M = (1,1,12) est un point de >, et déterminer l’équation
du plan tangent 6 ) en ce point.

Probléme.
Partie 1.

Soit (a,) une suite de nombres complexes telle que la série entiére E anz"
n>0
ait un rayon de convergence infini.

1. Soit z € C*. Montrer que la série Z(n + 1Da,412" est absolument
n>0
converente.
(Ind : On pourra écrire pour tout r > |z|,

n-i-l(%)n-i—l nT—i-l)

(n + Day12" =

Ap1T

2. En déduire que la série Z(n + 1)a,412" est de rayon i

n>0
3. On pose pour z € C,
+oo +oo
S(z) = Zanz” et Sikz) 2"
n=0

Pour zy € C, on pose 'ap

f R —

(r,0) — + ret?)

4. Montrer que f est continue sur R2.

5. Montrer que f admet une dérivée partielle premiére par rapport a r
donnée par :

7“%
or

(r,0) + i%(r, 6) =0.

1 2

f(r,0)e=™ dg.

un(r) - 2m Jo

On admet que pour tout (r,0) € R?

f(r,0) = uo(r) + Z un(r)eme + u_n(r)e—me'

n=1

1. Montrer que pour tout n € Z, 'apllication u,,
classe C*' sur R et que pour tout r € R,

1 2 af

Ton )y or

:r > u,(r) est de

ul (1) (r,0)e~" dg.

2. On suppose dans cette question que pour tout (r,d) € R?

0 0
ra—i(r, 0) + ia—g(r, 0) =0.
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a) Soit n € Z, montrer que pour tout r € R,
rul (r) — nu,(r) = 0.
b) En déduire que pour tout n € Z, il existe a,, € C tel que
Vor >0, u,(r)=a,r".
¢) Montrer alors

a,r si néeN

vrz0 u"(r):{o si n<0

d) En déduire que
+00 .
V(r,0) e Ry xR, f(r,0) = Zan'r”eme.
n=0

Partie III.
Soit F': C — C une application, on lui associe 'application f : R? — C

%@

définie pour tout (r,0) € R?; par :

f(r,0) = F(re").

dquivalentes :
fie ’équation

Montrer que les assertion
i) La fonction f est lasse

0
r —=(r,0) = 0.
g AL
ii) 11 existe u ite lexe (a,) telle que
+oo
VzeC, F(z)= Zanz”.
n=0

+o0
o, € C, il existe une suite (b,) telle que F(z) = Z by (2 — 20)".
n=0
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