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Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Série II "Calcul di�érentiel""

Exercice 1

Soit f : R2 −→ R de classe C1 et r ∈ R.
On dit que f est monogène (homogène) d'ordre r si :

f(tx, ty) = trf(x, y), ∀t > 0

1. Montrer que si f est homogène d'ordre r, alors ∂f
∂x

et ∂f
∂y

sont homo-
gènes d'ordre r − 1.

2. Montrer que si f est homogène, alors :

x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y) = rf(x, y)

3. Réciproquement, on suppose que f véri�e la relation d'Euler, on �xe
(x, y) ∈ R2 et pour t > 0, on pose φ(t) = f(tx, ty).

3.1. Former une équation di�érentielle véri�ée par φ.
3.2. En déduire que f est homogène de degré r.

4. On suppose que f est de classe C2. Montrer que :

x2∂
2f

∂x2
(x, y) + 2xy

∂2f

∂x∂y
+ y2

∂2f

∂y2
= r(r − 1)f(x, y).

Exercice 2

Soient V ∈ Mn,1(R), A une matrice symétrique réelle et f la fonction dé�nie
sur Mn,1(R) par

f(X) =
1

2
⟨X,AX⟩ − ⟨V,X⟩.

1. Soit X ∈ V ∈ Mn,1(R), montrer que pour tout H ∈ Mn,1(R),

f(X +H)− f(X) = ⟨H,AX − V0⟩+
1

2
⟨H,AH⟩.

2. Déduire que f est di�érentiable sur Mn,1(R) et que sa di�érentielle
en un point X est donnée par

Df(X)H = ⟨H,AX − V0⟩, ∀H ∈ Mn,1(R).

3. Montrer que f admet un minimum sur Mn,1(R) atteint en un point
unique qu'on déterminera. Dans la suite, on suppose les valeurs
propres de A son strictements positives et considère un sous-espace
vectoriel F de Mn,1(R).

4. i) Justi�er qu'il existe une matrice symétrique S ∈ GLn(R) véri�ant
S2 = A.
ii) Montrer que

f(X) =
1

2
∥SX − S−1V0∥2 −

1

2
∥S−1V0∥2,

pour tout X ∈ Mn,1(R).
5. On pose FS = {SX,X ∈ F}. Montrer qu'il existe un unique élément

Y0 ∈ FS tel que

∥Y0 − S−1V0∥2 = min
Y ∈FS

∥Y − S−1V0∥2

6. Déduire que la restriction de l'application f sur F admet un minimum
atteint uniquement au point X1 = S−1Y0.
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Exercice 3

On munit Mn(R) d'une norme véri�ant :

∥AB∥ ≤ ∥A∥ · ∥B∥, ∀A,B ∈ Mn(R)

1. (a) Montrer que si ∥A∥ < 1, alors la série
∑

n≥0A
n converge absolu-

ment.
(b) Déduire que si ∥A∥ < 1, alors (In − A) est inversible et :

(In − A)−1 =
+∞∑
k=0

Ak

2. Véri�er que GLn(R est un ouvert de Mn(R).
3. Soit f : GLn(R) −→ Mn(R) dé�nie par M 7−→ f(M) = M−1.

Montrer que f est di�érentiable en tout point M ∈ GLn(R) et donner
df(M),∀M ∈ GLn(R).

Exercice 4

On munit Mn,1(R) du produit scalaire canonique.
Soit A ∈ Mn(R) véri�ant qu'il existe C > 0 tel que :

∀U ∈ Mn,1(R), ∥etA · U∥ ≤ Ce−at,∀t > 0 avec a > 0

Pour tout U, V ∈ Mn,1(R), on pose :

Φ(U, V ) =

∫ +∞

0

⟨etAU, etAV ⟩dt

1. Montrer que Φ est bien dé�nie.

2. Montrer que Φ est un produit scalaire sur Mn,1(R).
3. Soit q : Mn,1(R) −→ R dé�nie par q(U) = Φ(U,U).

Montrer que q est di�érentiable sur Mn,1(R) et que :

∀U ∈ Mn,1(R), dq(U)(H) = 2Φ(U,H),∀H ∈ Mn,1(R)

4. Soit U ∈ Mn,1(R). Calculer la dérivée de la fonction t 7−→ ∥etAU∥2.
5. En déduire que 2Φ(U,AU) = −∥U∥2.

Exercice 5

On se donne une matrice A ∈ Mn(R) et un vecteur b ∈ Rn.

1. Montrer qu'il existe un vecteur X0 ∈ Rn, véri�ant :

∥AX0 − b∥ = inf{∥AX − b∥ ; X ∈ Rn},

où ∥ · ∥ désigne la norme euclidienne dans Rn.

2. Soit φ : Rn −→ R dé�nie par :

φ(X) = ∥AX − b∥2 = (AX − b|AX − b).

Montrer que φ est di�érentiable sur Rn et que sa di�érentielle en
X ∈ Rn, notée dφ(X), est donnée par :

dφ(X) · h = 2(tAAX − tAb|h), pour tout h ∈ Rn.

3. En déduire que :

inf{∥AX − b∥ : X ∈ Rn} =

Exercice 6

On rappelle que si A est une matrice de Mn(R), la matrice exponentielle de

A est eA =
+∞∑
k=0

Ak

k!
et pour tout x ∈ R, on a AexA = exAA. On rappelle aussi

que si A = diag(λ1, . . . , λn), alors eA = diag(eλ1 , . . . , eλn).
Étant donné deux matrices A et B de Mn(R), on dé�nit pour tout x ∈ R,

∆A,B(x) = Tr(tBexAB)

I)
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1. Montrer que ∆A,B est de classe C∞ sur R et que pour tout k ∈ N∗ et
pour tout x ∈ R,

∆
(k)
A,B(x) = Tr(tBAkexAB).

2. Montrer que ∆A,B est constante sur R si et seulement si AB = 0.

3. Montrer que pour tout x ∈ R, ∆′′
A,B(x) ≥ 0. En déduire que pour tout

x ∈ R,
∆A,B(x) ≥ ∥B∥2 + xTr(tBAB).

Qu'est-ce qu'on obtient si Tr(tBAB) = 0 ?

4. On pose H = {M ∈ Sn(R),Tr(tBMB) = 0}. Montrer que H est un
hyperplan de Sn(R) et justi�er que H ⊕ vect(In) = Sn(R).

5. Montrer qu'il existe α ∈ R véri�ant, pour tout x ∈ R, ∆A,B(x) ≥
eαx∥B∥2 > 0.

6. En remarquant que ∆A,B(x) = ⟨B, exAB⟩, montrer que pour tout
x ∈ R,

(∆A,B(x))
2

∆A,B(2x)
≤ ∥B∥2.

II)

Soit S = {M ∈ Mn(R), ∥M∥ = 1}, la sphère unité de Mn(R) pour la norme
∥ · ∥.

1. Montrer que φA est strictement positive sur S et que φA admet un
maximum et un minimum sur S. Soit (U, V ) ∈ (Rn)2. Montrer que
Tr(U tV ) = ⟨U |V ⟩, où ⟨·|·⟩ est le produit scalaire usuel de Rn.

2. Soit λ ∈ Sp(A). On considère un vecteur Y ∈ Eλ(A) \ {0} et soit
N = Y tY . Montrer que N ̸= 0 et que φA(N) = eλ∥N∥2. Déduire que
eλ ∈ φA(S).

Exercice 7

Soit I et J deux intervalles (non réduits à un point) et f : I × J → R une
fonction de classe C1

On �xe a ∈ I et b : J → I dérivable. Justi�er que la fonction

ϕ : x 7→
∫ b(x)

a

f(t, x)dt

est dérivable sur J et déterminer sa dérivée.
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