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Exercice 1

Soit f: R? — R de classe C* et r € R.
On dit que f est monogéne (homogéne) d’ordre r si :

Flta,ty) = € f(a,y), V>0
P af
)

1. Montrer que si f est homogéne d’ordre r, alors % et 5, sont homo-
génes d’ordre r — 1.

2. Montrer que si f est homogéne, alors :

0 0
xa—i(fc,y) + ya—]yc(x, y)=rf(z,y)
3. Réciproquement, on suppose que f vérifie la relation d’Euler, o e

(z,y) € R? et pour t > 0, on pose ¢(t) = f(tz,ty).
3.1. Former une équation différentielle vérifiée pa
3.2. En déduire que f est homogéne de degré r.

4. On suppose que f est de classe C?. Montrer qu

Exercice 2

Soient V' € M, 1(R), A une matrice symétrique réelle et f la fonction définie
sur M, 1(R) par

F(X) = (X, AX) — (V, X),

er que pour tout H € M, ;(R),

(X) = (H,AX —V,) + %(H, AH).

différentiable sur M, ;(R) et que sa différentielle
est donnée par

Df(X)H = (H,AX —Vp), VH € M, (R).

ntrer que f admet un minimum sur M,,;(R) atteint en un point
unique qu’on déterminera. Dans la suite, on suppose les valeurs
propres de A son strictements positives et considére un sous-espace
vectoriel 7 de M,, 1(R).

. 1) Justifier qu’il existe une matrice symétrique S € GL,(R) vérifiant

5% = A.

ii) Montrer que
1 2 Lpaetige
F(X) = SlISX = 57 Voll” = 157 VAl I,

pour tout X € M, ;(R).

. On pose Fs = {SX, X € F}. Montrer qu’il existe un unique élément

Yy € Fg tel que

ol 2 i a1y 12
1Yo = STVRII" = min [y = 57|

. Déduire que la restriction de 'application f sur F admet un minimum

atteint uniquement au point X; = S~1Y5.



Exercice 3

On munit M,,(R) d’une norme vérifiant :

IAB|| < [|Al- |Bll, VA, B € Myu(R)

1. (a) Montrer que si [[A| < 1, alors la série »_ ., A" converge absolu-
ment.

(b) Déduire que si ||A]| < 1, alors (I,, — A) est inversible et :
+oo
(I, — A=) A
k=0

2. Vérifier que GL, (R est un ouvert de M,,(R).

3. Soit f: GL,(R) — M, (R) définie par M — f(M) = M.
Montrer que f est différentiable en tout point M € GL,(R) et donne
df(M),YM € GL,(R).

Exercice 4

On munit M,,;(R) du produit scalaire canonique.
Soit A € M,,(R) vérifiant qu'il existe C' > 0 tel que :

VU € My, 1(R), [[e- U < Ce™ vt > 0"adeg a >
Pour tout U,V € M,,1(R), on pose :
+oo
O(U,V) = / U, et
0

1. Montrer que ® est bien dé
2. Montrer que ® est un produitscalai n1(R).
3. Soit ¢ : M,,1(R) — R définie pang(U) = (U, U)

Montrer que ¢ est différentiable sur W, ;(R) et que

YU € My (R), dg(U)(H) = 20(U, H),YH € M,(R)

4. Soit U € M,,;(R). Calculer la dérivée de la fonction ¢t — ||e!AU||%.
5. En déduire que 20 (U, AU) = —||U||2.

M., @ un vecteur b € R”.

teur Xy € R”, vérifiant :

Exercice 5

On se donne une magxice

1. Montrer qu’il exiSte un

Xo W)} = inf{[|AX —b]; X € R"),

ofme euclidienne dans R™.

R”définie par :

o(X) =||AX —b||* = (AX — b|AX —b).

" notée dp(X), est donnée par :

do(X)-h =2("AAX —"'Ablh), pour tout h € R™.

3. En déduire que :
inf{||[AX —b|| : X e R"} =
Exercice 6

On rappelle que si A est une matrice de M, (R), la matrice exponentielle de
+oo 4k
A est et = T et pour tout z € R, on a Ae®™ = e A. On rappelle aussi
k=0
que si A = diag(\y, ..., \,), alors e = diag(eM, ..., eM).

Etant donné deux matrices A et B de M, (R), on définit pour tout = € R,

Aap(z) = Tr("Be™ B)



. Montrer que Ay p est de classe C*° sur R et que pour tout k € N* et
pour tout x € R,

AE:)B (z) = Tr(*BA*e*4B).

. Montrer que A4 p est constante sur R si et seulement si AB = 0.
. Montrer que pour tout z € R, A’} z(z) > 0. En déduire que pour tout
r € R,

Aap(z) > ||B|* + xTr("BAB).
Qu’est-ce qu’on obtient si Tr(*BAB) =07
. On pose H = {M € S,(R), Tr(*BMB) = 0}. Montrer que H est un
hyperplan de S, (R) et justifier que H @ vect(I,,) = S,(R).
. Montrer qu'il existe & € R vérifiant, pour tout = € R, Ay p(x)
e“*|| B||? > 0.

. En remarquant que Ay p(r) = (B,eB), montrer que pour tout
r € R,
(Aap(z))

2
< ||B|?.

%@

1)

Soit § = {M € M,(R), || M| =1}, la sphére unité de M, (R) pour la norme
-1l
1. Montrer que ¢4
maximum et
Te(U'V) = (U]
2. Soit A € Sp(A). O
N=Y'Y. M6
= QOA(S).

strictem itive sur S et que ¢4 admet un

oit (U, V) € (R™)?. Montrer que
produit scalaire usuel de R".

re un vecteur Y € E)(A) \ {0} et soit
# 0 et que pa(N) = e*||N||?. Déduire que

€1l et b:J— I dérivable. Justifier que la fonction

()
x> /b f(t,x)dt

est dérivable sur J et déterminer sa dérivée.



