Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Probléme Révision "Systéme différentiel"

Notation

Dans ce probléme, n désigne un entier naturel > 2. Le produit scalaire canonique de M,, ;(R) se notera
(,), et la norme associée sera ||.||. Il est défini par < XY >— X'Y.

On considére une application continue A : R™ — M, (R) telle que
Vit e RT, VX € M, ;(R) < A)X, X > >0
On note X4 Pensemble des applications F' : RT — M, ;(R) deux fois dériva et ifia
VieRY, F'(t)=A)F(t). (1)

Partie I "Structure de ’ensemble > 4"

Si F: Rt — M, 1(R) est une application deux fois dériv
Xp: RY = M, 1(R) définie par
_(F®)

, on lui associe 'application

b) Montrer que 1'application & B, F'— Xp est un isomorphisme d’espaces vectoriels réels.
¢) En déduire la dimensi

iplet (s,u, w) € RT x M, 1(R) x M, ;(R), il existe une unique application F,
vet F'(s) = w.

opriétés des solutions de 1’équation différentielle (1)

2. En déduire que la fonction f est convexe sur RT.

3. On conserve les hypothéses et les notations de la question II.1. précédente ; on suppose de plus qu’il
existe un couple (t1,t,) € R? tel que 0 <t <ty et f(ty) = f(t2) = 0.
a) Montrer que, pour tout ¢ € [ty,ts], f(t) = 0.
b) Montrer que la fonction F est nulle.

4. "Une famille de solutions non bornées de (1)"
Soit v € M, 1(R); on note F, I'élément de ¥4 tel que F,(0) = F(0) = v. Montrer que si v # 0
alors la fonction ¢t — ||F,(t)|| admet une limite infinie en +o0.



5.

"Des normes sur > "

Soit b un réel strictement positif.

a) Montrer que application ¥ : ¥4 — M, ;(R) x M, 1(R), F'+— (F(0), F'(b)) est un isomorphisme
d’espaces vectoriels réels.

b) Montrer que application || - ||, : F' — ||[F(0)|| + ||F'(b)]| est une norme sur 4.

¢) Montrer également que I'application || - |leop : F' = suPg<;<p || F'(t)]] est une norme sur X 4.

d) Justifier que les normes || - |lsop €t || - || sur ¥4 sont équivalentes.

Partie III "Comportement de solutions de 1’équation différentielle (1)"

1.

Partie III1.

Dans la suite, on fixe une matrice A € M;R) telle que
et on considére le systéme

ol X() € Mn’1<R)
1.

Soit a € M, 1(R) un vecteur non nul. Pour tout entier m > 1, on note g, , I'unique élément de X4
vérifiant g, o(0) = a et gy qo(m) = 0.
a) Montrer que, pour tout entier m > 1, Papplication ¢ — ||gy.(t)|| est décroiss ur le segment

[0, m].
b) Montrer alors que (¢m,qa)men+ €st une suite bornée de 'espace ve€tgriel n8gmé ( ).
c) Justifier que la suite (gm,q)men+ posseéde une sous-suite (go(m),a)men+ QU con e dans (X4, |l)

vers un élément noté g,.

. " Une famille de solutions bornées de (1)"

On conserve ici les notations de la question 1. précédente.

a) Montrer que la suite de fonctions (go(m),a)men
vers ’application g,.

c¢) Montrer que g, est une solution bornée

1
On conside 1on \définie sur R par : Yy(t) = i(etﬂ + e_t\/z)Xo. Montrer que Yj est deux
fois €¢ t une solution sur R du systéme (.5).
Soit 1(R) une fonction deux fois dérivable et solution du systéme (S). On pose pour
tout t € R _ (Y1) -Yo) ui appartient & Mo, ;(R) et B = 0 L ui appartient a
) Y/(t) _ Y'0/<t) q pp 2n,1 A O q pp
Mo, (R).

3. Montrer que pour t € R, Z'(t) = BZ(t) et Z(0) = 0.

4. Déduire que Z est identiquement nulle sur R puis que Y =Y.



