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Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Problème Révision "Système di�érentiel"

Notation

Dans ce problème, n désigne un entier naturel ≥ 2. Le produit scalaire canonique de Mn,1(R) se notera
⟨, ⟩, et la norme associée sera ∥.∥. Il est dé�ni par < X, Y >7→ X tY .

On considère une application continue A : R+ → Mn(R) telle que

∀t ∈ R+,∀X ∈ Mn,1(R) < A(t)X,X > ≥ 0

On note ΣA l'ensemble des applications F : R+ → Mn,1(R) deux fois dérivables et véri�ant

∀t ∈ R+, F ′′(t) = A(t)F (t). (1)

Partie I "Structure de l'ensemble ΣA"

On considère l'application B : R+ → M2n(R), t 7→ B(t) =

(
0 In

A(t) 0

)
;

B est continue puisque l'application A l'est aussi. On note alors ΣB l'espace vectoriel réel des solutions
sur R+ de l'équation di�érentielle

X ′(t) = B(t)X(t). (2)

Si F : R+ → Mn,1(R) est une application deux fois dérivable, on lui associe l'application
XF : R+ → Mn,1(R) dé�nie par

∀t ∈ R+, XF (t) =

(
F (t)
F ′t)

)
1) Véri�er que ΣA est un espace vectoriel sur R.
2) a) Soit F : R+ → Mn,1(R) une application deux fois dérivable.
Montrer que F ∈ ΣA si, et seulement si, XF ∈ ΣB.
b) Montrer que l'application Φ : ΣA → ΣB, F 7→ XF est un isomorphisme d'espaces vectoriels réels.
c) En déduire la dimension de l'espace vectoriel réel ΣA.
3) Montrer que, pour tout triplet (s, u, w) ∈ R+ ×Mn,1(R)×Mn,1(R), il existe une unique application F ,
élément de ΣA, telle que F (s) = v et F ′(s) = w.

Partie II : Quelques propriétés des solutions de l'équation di�érentielle (1)

Soit F ∈ ΣA ; on lui associe l'application f : R+ → R dé�nie par f(t) = ∥F (t)∥2, t ≥ 0.

1. Montrer que f est deux fois dérivable sur R+ et exprimer sa dérivée seconde.

2. En déduire que la fonction f est convexe sur R+.

3. On conserve les hypothèses et les notations de la question II.1. précédente ; on suppose de plus qu'il
existe un couple (t1, t2) ∈ R2 tel que 0 ≤ t1 < t2 et f(t1) = f(t2) = 0.

a) Montrer que, pour tout t ∈ [t1, t2], f(t) = 0.
b) Montrer que la fonction F est nulle.

4. "Une famille de solutions non bornées de (1)"
Soit v ∈ Mn,1(R) ; on note Fv l'élément de ΣA tel que Fv(0) = F ′

v(0) = v. Montrer que si v ̸= 0
alors la fonction t 7→ ∥Fv(t)∥ admet une limite in�nie en +∞.
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5. "Des normes sur ΣA"
Soit b un réel strictement positif.
a) Montrer que l'application Ψ : ΣA → Mn,1(R)×Mn,1(R), F 7→ (F (0), F (b)) est un isomorphisme
d'espaces vectoriels réels.
b) Montrer que l'application ∥ · ∥b : F 7→ ∥F (0)∥+ ∥F (b)∥ est une norme sur ΣA.
c) Montrer également que l'application ∥ · ∥∞,b : F 7→ sup0≤t≤b ∥F (t)∥ est une norme sur ΣA.
d) Justi�er que les normes ∥ · ∥∞,b et ∥ · ∥b sur ΣA sont équivalentes.

Partie III "Comportement de solutions de l'équation di�érentielle (1)"

1. Soit a ∈ Mn,1(R) un vecteur non nul. Pour tout entier m ≥ 1, on note gm,a l'unique élément de ΣA

véri�ant gm,a(0) = a et gm,a(m) = 0.
a) Montrer que, pour tout entier m ≥ 1, l'application t 7→ ∥gm,a(t)∥ est décroissante sur le segment
[0,m].
b) Montrer alors que (gm,a)m∈N∗ est une suite bornée de l'espace vectoriel normé (ΣA, ∥ · ∥1).
c) Justi�er que la suite (gm,a)m∈N∗ possède une sous-suite (gσ(m),a)m∈N∗ qui converge dans (ΣA, ∥·∥1)
vers un élément noté ga.

2. " Une famille de solutions bornées de (1)"
On conserve ici les notations de la question 1. précédente.

a) Montrer que la suite de fonctions (gσ(m),a)m∈N∗ converge uniformément sur tout segment de R+

vers l'application ga.
b) Montrer que ga(0) = a et que l'application t 7→ ∥ga(t)∥ est décroissante sur R+.
c) Montrer que ga est une solution bornée de l'équation di�érentielle (1).

Partie III.

Dans la suite, on �xe une matrice A ∈ M(
nR) telle que A est diagonalisable et de valeurs propres positifs

et on considère le système

(S)


X ′′(t) = AX(t)

X(0) = X0

X ′(0) = 0

où X0 ∈ Mn,1(R).
1. Montrer qu il existe une matrice R ∈ Mn(R) telle que R est diagonalisable et de valeurs propres

positifs et véri�e R2 = A. La matrice R trouvée sera notée
√
A.

2. On considère la fonction dé�nie sur R par : Y0(t) =
1

2
(et

√
A + e−t

√
A)X0. Montrer que Y0 est deux

fois dérivable et qu'elle est une solution sur R du système (S).

Soit Y : R −→ Mn,1(R) une fonction deux fois dérivable et solution du système (S). On pose pour

tout t ∈ R, Z(t) =
(
Y (t)− Y0(t)
Y ′(t)− Y ′

0(t)

)
qui appartient à M2n,1(R) et B =

(
0 In
A 0

)
qui appartient à

M2n(R).
3. Montrer que pour t ∈ R, Z ′(t) = BZ(t) et Z(0) = 0.

4. Déduire que Z est identiquement nulle sur R puis que Y = Y0.

2


