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. Exercice 1 ('\'_‘)

ni 1
L up ~ E ~ =ni (au numérateur, 7 ni I’emporte certainement face 3 n?, et au dénominateur,

par croissance comparée, In(2n) = o(2n)).
2. u,.rflv ne~"=1 qu'on ne peut pas simplifier davantage (si on tient a I’écrire autrement, up ~

exen’
In(n?) + In(1+ 2x)  2In(n)
3. u, = 0 2 -
n?+1 n?
1 1 1 _ 1
4, up=In (l - —é-:-—é‘) ~ —m ~ —? puisque nBTmnz T2 =0.
n+n+1—(n?>-n+1) 2n 2n 1

5. u S —
N/ rntl+tVnii-n+tl n+on)+nton)  2n

6. Celle-ci est un peu plus tordue : d'un cété un, > n! (c’est assez évident), de I'autre u, =
n-2

nl+(n—1)'+ Z k! <n!+(n—1)!+(n—1)(n—2)! en majorant brutalement chaque terme

k=0
de la derniére somme par la plus gros, a savoir (n — 2)!. En divisant tout par n!, on obtient

Up 1
l’encadrcmcnt 1< G | + + —. Les deux termes extrémes ont manifestement pour limite
n! n

U
commune 1, donc d’aprés le theoremc des gendarmes, 11’111007': = 1, c’est-a-dire u, ~ nl.
vn+llnn
c . s
n = —=——— = eVn+lin(n)=Valn(n+1) Tentons de trouver un équivalent de ce qui se trouve
evnin(ntl)
n+1-—

dans I'exponentielle : v/n+ 1In(n) — /nln(n) — y/nln (l + %) Y rarmy RT \/_
1 1 i
vn (; +o0 (;z—)) = 2\/_T:;Zﬁln(n) - % + o (%) Par croissance comparée-, le

premier terme tend vers 0, donc le tout a également une limite nulle. Par composition,

lim u, = i 6 2
o 1, ou si on préfére u, ~ 1

7. u

Exercice '\u'; PR ‘
S est évidemment de classe C> sur R*.
Montrons par récurrence que f est de classe C" et que f(") est de la forme :

1) () = Pa(1/z)e™ /<"

pour r # 0 avec P, € R[X].

Pour n =0 : ok.

Supposons la propriété établie au rang n > 0,
f™ est continue, dérivable sur R* et pour z # 0,

1 1 2 1 2 1 2
(n+1) = P [ = )a—V/2? 2 )1 = il P V£
r(z) IQP"(I)C o +—x3P,,<$)e Je —Pm(x)c

avec P41 € R[X].

. Récurrence établie.
Pour tout n € N, f(")(z) S Pa(y/7)e™? — 0 quand z — 0* et de méme quand
z—0".
Par le théoréme du prolongement C! dans une version généralisée, on obtient que
/ est de classe C* et £ (0) = 0 pour tout n € N.
Par suite f(") est dérivable en 0 et f(n+1)(0) =0

)
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1. La fonction f étant de classe C2, on peut utiliser 'I'TL entre z et z + h, ainsi qu'entre T et r — h. Ainsi :

A,

A
LI, et =t - f@)+ B @) < I

If(z+h) = f(z) = hf'(z)] <
On en déduit, par IT, que
[(f(z + h) — f(z) — hf'(z)) — (f(z — h) = f(z) + hf'(2))]| < Ma2h?,
donc que
|f(z + h) = f(z — h) —2hf'(zx)] < Malh|>  soit:  |[2hf'(z) — (f(z + k) — f(z — h))| < Ma|h]>.
2. La deuxiéme inégalité triangulaire améne alors
12hf"(z)] — |f(z + k) = f(z = h)| < ALa|h[?,
donc, encore par IT :
2h||f'(z)] < Malh[? + | f(z + h)| + |f(z = h)| < Ma|h[? + 271,.

En divisant par 2|h| > 0, il vient
A[gl’ll 1‘!()
’ —_—
En particulier, pour A > 0, on obtient bien I'inégalité voulue.

3. Cette inégalité étant vraie pour tout x (et le majorant étant indépendant de ). un choix quelconque de h (par
exemple h = 1) assure qye f’ en bornée. De plus, par définition de la borne supérieure, on a alors

et ceci pour tout k > 0. On peut choisir h convenablement pour obtenir I'inégalité souhaitée. On voit en effet
assez facilement qu’en posant h = 1/ %’f, le majorant est /2Ap A7, comme vouln.

Si on ne voit pas quelle valeur prendre pour h, on peut étudier la fonction h — 222 4+ 22 pour trouver le

meilleur des majorants qu'on peut obtenir de la sorte. On trouve que cette fonction atteint son minimum sur
R% au point h = 2—;,2* Ce calcul nous montre au passage que par cette méthode, on ne peut pas espérer
obtenir un meilleur majorant, en évaluant en une autre valeur de h.
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1. La fonction In est concave, et on a donc :
1 1 1 1
In( —zf + —yq> > —In(z?) + —In(y?) = In(zy).
p q p q

Il suffit ensuite d'utiliser la croissance de la fonction exponentielle pour en déduire le
résultat voulu.
2. Il suffit de sommer les n équations :

1 1
aib; < -I—’-af - —b?

q
: b . \ g ik
3. On pose a; = ——=— et §; = —————. D'aprés la question précédente,
T 2 e >
n
Zaiﬂ:‘ i
i=1

Il suffit ensuite de remplacer a; et B; par leur valeur pour trouver la formule.
4. On décompose (a; + b;)? en (a; + b;)P1a; + (a; + b;)P~b;. Soitgtelque 1/p+1/g=1
, c'est a dire que pg — ¢ = p. En appliquant Holder a chacun des membres, on a:

n n p n l/a n /p n
Yoty < (z ag) £ (Z ]a,-+b,-|(”‘1)q) + (E yg) : (z s + -
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n 1/p i 1/p = 1-1/p
< (Z a‘,?) + (Z bf) x (Z la; + b.-|*’) :
i=1 i=1 i=1
I suffit de tout refaire passer au premier membre pour obtenir le résultat. Remarquons que

le résultat est aussi vrai pour p = 1. Dans ce cas, il est juste trivial!
5. L'inégalité précédente se traduit trés facilement en disant que || - ||, vérifie I'inégalite
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