CHAPITRE  SUITES ET SFRIES NUMERIQUES

On en déduit

9.2 Séries numériques

9.2.1 Définition
Définition

avec

-3 u

A=ny

Cette série est notée Z u, ou Z Up.
nong
Le terme S, est appelé somme particlle de rang n de cette série.

Soit (4a Ju>n, une suite numérique. On appelle série de terme génénal u, la suite (S, )npn,

Remarque Une séric est un cas particulier de suite, c’est une suite de sommes partielles.

Exemple Lasérie Z n est la suite des sommes particlles
n20

S..=ZL u(n+|)

Exemple La série z q" est la suite des sommes partielles
n20

| e qn+l

S—Zq—

(sig#1)

Exemple La série Z  est la suite des sommes particlles
n>1

(avec n 2

Lol Ko

>
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9.2. SERIES NUMERIQUES

Exemple Soit (v, ) une suite d"éléments de K.

Posons uy = ty et u, = Uy — Uny.

Lasérie ) u,, est la suite des sommes partielles
n0

n
L=0

Ainsi, la suite (v,) se confond avec la série Z Uy,

On suppose désormais les séries éudiées définies A partir du rang ng = 0. (1 1
On peut 'y ramener quitte 3 poser les premiers termes de la série comme étant nuls si non définis.

9.2.2 Convergence d’une série numérique
9221 Nature d'unc séric numérique

Définition

On dit que qu'unc série Z u, converpe si la suite de ses sommes pantielles converge.
On peut alors introduire la somme de la série

+20 "

up = lim Zu
2 lL‘ln-oQ\. k
k=0 k=0

Attention : Par essence, une somme de série numérique est une limite, pour la manipuler. il est
indispensable de justifier a priori son existence, i.e. que la série soit convergente.

Exemple Etwudions 2 =T

n22
Pourn > 2,

25_sg 1
Ainsi la série E converge et
A n(n-=1)

Exemple Ftudions 3 !
not n
Pour n > 1, la fonction ¢ +» 1/t étant décroissante, on a

n n k1 n+l|

1 / dt / de

- > —_—= — =In(n+1) = +co
Zk lz.:l O (

k=1
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CHAPITRE® SUTTES ET SERIES NUMERIQUES

1
A.':tihs:'ritZ;d\w-
LR

Remargque Z-.nmicw:kmihnmdrn&ruhc&réamuge.

?;
.
I
H v,
i ; P-——.—: u,
; ! e
0l 1 2 3 3 5y P
(-1)=!
EunpleB'aﬁomZ—n—
w2l
Poarn>1.
= (=1 n 1 1y (g™
Y5 =z(—n"“/:"“dr= U b
= =1 s o 1+t
Or
1 1 1
dt ™ 1
—=l!‘.2c!0§ "\ - =
/.) =t /;1?1““[,"" nel
donc

—1\=-1
Amy%—cmugﬁ

n2l

!

9222 i Reste d'une série tmmg&

Théoreme
| Soit ns € . On 2 équinalence entre :
! m Zu. converge
i 30

: () : u, coaverge.

[ 2

In2
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9.2. SERIES NUMERIQUES

dém. :

Les sommes partielles de deux séries different d"une constante et donc I'une converge si, et seulement si,

I"autre aussi.
a

Corollaire

\ On ne modifie pas la nature d'une série en en modifiant Ia valeur d'un nombre fini de termes.

En revanche, cela modifie évidemment la valeur de la somme...

Définition

Si la série Z uy, converge, on peut introduire la somme

Rn=.zuk

k=n+]

Ce terme est appelé reste de rang n de cette série.

Attention : On ne peut introduire le reste d’une série qu*aprés avoir justifié sa convergence.

Théoréme
Si Z u,, converge alors pour tout n € N,

Su-Yus 5

k=n+41
De plus

Rﬁ :E: — n—4oc

dém. :
Soit n € N fixé.
Pour N 2 n,

Zuk —Zug+ Z Uk

k=n+1

Quand N — +00, on obtient
Z"" _Z""+ Z ug
=0 k=n+1

égalité qu'on écrit souvent S = S, + Ry
De plus, on a alors

R,=8§-8.——0

n—+00
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CHAPITRE 9. SUITES ET SERIES NUMERIQUES

9.2.3 Limite du terme d'une série convergente

Théordme
[ Si la série Z u,, converge alors u, = 0.

dém. ! 2
Posons S, = Z ug. Si (S,,) converge en posant S sa limite
A=0

ll"=S"-S..-|—)S—S=0

0
Définition

Si (u,,) ne tend pas vers 0 alors on dit que la série de terme général wu,, diverge grossitrement

| (DVG).

Exemple La série Z cos(n) diverge grossi¢rement,

En effet, si cos(n) = 0 alors la relation cos(2n) = 2 cos*(n) = 1 donne A la limite 1'absurdité 0 = -1,

Exemple La série Z ;l- diverge, mais pas grossidérement.
n2l

Remarque Si Z u,, converge, alors

2n
Z uy = A92u —Sn _— 0
n-»{oc
hk=nil

On peut alors retrouver la divergence de Z 1/n en exploitant

2n
24
k=n+1

J -

A\

B -

o B e
2n

>~

9.2.4 Opérations sur les séries convergentes

92.4.1 Linéarité
Théoréme

Si Z u, ct Z v, sont convergentes alors pour tout A € K, les sérics Z Au,, et Z U, + vy,

convergent et

+oc ¢ -0
Z.\lu. = AZU‘ et Z(ul +u)=
k=0 k=0

k=0

+oc e
Sut T
k=0 k=0

217
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9.2. SERIES NUMERIQUES

dém.:
Par opérations sur les limites.
O

Corollaire
L'ensemble constitué des suites u = (Un)nen € K" telles que la série Z u,, converge est un

. i ol too . N et
sous-cspace vectoriel de K™, L'application u ~ zn_n up, y définit une forme lin¢aire.

Exemple Si Z u, ct Z (un + vn) convergent alors Z v, converge.
En effet, on peut écrire
Uy = (un + vn) + (—I)Jln

Attention : Pour écrire

-0 +00 400
E(U& +u) = Z ug + Z U
k=0 k=0 k=0

il faut vérifier la convergence d’au moins deux des séries engagées.

R Y

Exemple Si Z u, converge et Z v, diverge alors Z (uy, + v,) diverge.

Attention : Si Z u, et Z v, divergent, on ne peut rien conclure sur la nature de Z (up + vy)-

9.2.42""Positivité

Théoréme
Soit (up,) une suite réelle.

Si Z u,, converge et si tous les termes de la suite sont positifs alors

dém. :
Pourtout N € N,ona
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CHAPITRE 9. SUITES ET SERIES NUMERIQUES

donc 2 la limite

+00
Z u, 20
n=0
a
Corollaire
Soit (uy) et (v,) deux suites réelles vérifiant u,, < v, pourtout n € N.
+00 +00
Si Z u, et Z v, convergent alors Z Un < Z V.
n=0 n=0
dém. :

On a, avec convergences,

+o 400 +00
Zvu - Zun = Z(U" - un) 20

n=0 n=0 n=0
O
Théoréme
Soit (u,) une suite réelle.
+00
Si up, = 0 pourtout n € N, si Z u,, converge et si Z u, = 0 alors
n=(0
VneNu, =0
dém. :

La suite (S,,) des sommes partielles est croissante car

Snll —Sh=upy1 20

Or celle-ci est aussi positive et tend vers 0 donc

VneN,S,=0

puis
YneNu,=0

0
9.243 Conjugaison

Théoréme

Soit (z,) une suite complexe.
Si E z,, converge alors E Z, aussi et

+o00 +oc
e = F
k=0 k=0
219 clolele)
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9.3. CONVERGENCE PAR COMPARAISON A UNE SERIE POSITIVE

dém. :

Par conjagaison de mitcs
O
Corollaire
On a équivalence entre :
()Y = comverge;
(i) Y " Re(za) et 3 Imiz, ) convergent.
De plus, on a alors
-~ 4 +x
Z:;, = ZR:{:.)+:Z&=’:.)
. k=0 k=0 i=0
dém. : 1 :
()= (i) carRe(zy) = (20 + F) et Im(z,) = 2_,_(;_ -

(ii) = (i) car z, = Re(z.) + ilm(z,).
]

93 Convergence par comparaison 2 une série positive

93.1 ,Casdes séries & termes réels positifs

- 8

Définition
[ Une série 3 termes positifs est unc séric dont ke terme pénéral est éiément de R,

Tk
Soit ) u, une séric A termes positifs. On a équivalence entre :
:DZu.mmugc: §

()M cR.¥n € N.Zm < M.

k=0

dém.:
La suite (S,,) des sommes partielles est croissante car S, — Sa-) = v, > 0. Ainsi, cetie suite cogverpe
si, ct sculement si, clle est majorde.

a

Remarque Simemiﬁeitmmﬁinﬁmd«sZm ——=33a
k=0
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CHAPITRE 9. SUITES ET SERIES NUMERIQUES

9.3.2 Comparaison de séries & termes positifs

Théoréme
Soit Z u, ct Z vy, deux sérics A termes positifs vérifiant

Vn € N,u, < v,

a) Si Z v, converge alors Z 1y, AUSSI.
b) Si Z 1, diverge alors z v, aussi.

dém. :
a) Z 1, converge car c’est une série A termes positifs aux sommes partielles majorées car

n n -0
Zuk < ka szk =M
k=0 k=0 k=0

b) C’est la contraposée de a).
a

Remarque Le résultat demeure méme si la comparaison ne vaut qu'a partir d’un certain rang.

Exemple Déterminons la nature de Z l,,
Sin
Pourn 2 2,
1 1

. e e
n? " n(n-1)
1 : : =z : 1
or Z n(T—l) converge donc, par comparaison de série 3 termes positifs, [a série ,.Z;z 2 converge,

: 1
puis la série Z 3 converge.
n2l1

Inn
n+1

Exemple Déterminons la nature de Z

nzl

Inn
Onan I Inn — +oc donc pour n assez grand,
n

lnn 21
n+l " n

In
Or Z ;ll- diverge donc, par comparaison de série A termes positifs, la série Z n*-l-nl diverge.
Plus précisément, on peut méme affirmer

car la suite des sommes partielles est croissante puisque ses termes sont positifs.

21 LR et @080
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9.3. CONVERGENCE PAR COMPARAISON A UNE SERIE POSITIVE

Théoréme 9 i
Soit Z uy, et Z vy deux séries A termes positifs.
Si u, ~ v, alors les séries Z u, et Z v, ont méme nature.

dém. :
A partir d'un certain rang ng, on peut écrire

1/2v, S up < 2v,

Quitte A modifier les premiers termes des séries, on peut supposer I'encadrement vrai pour tout rang n.
Par cet encadrement, la convergence d'une série entraine la convergence de I'autre.
a

Exemple Déterminons la nature de Z
Ona

n?4+n

1 1

—_— ~
n? 4 n n-+4oc n?

Or ) " 1/n’ converge et 1/n* > 0 donc 21/(11"’ + n) converge.

1
n+.n

1 i 1
n+nn-a+xn

Oer/n divergeet 1/n > 0donc21/(n+ V/n) diverge.

Exemple Déterminons la nature de Z
Ona

Remarque Pour employer le résultat qui précede, il sullit sculement de vérifier la positivité de vn,
|’autre sera vraie (au moins a partir d'un certain rang) en vertu de I'équivalent.

Remarque Via passage  I"opposé, le résultat est aussi vrai pour les séries 2 termes négatifs.

Attention : La conversation de la nature d’une série par équivalence des termes n’est vraie que pour les
séries a termes de signe constant.

9.3.3 Convergence absolue.

Définition
Soit (u,,) une suite réelle ou complexe. On dit que la série Z uy, converge absolument si la

série A termes positifs Z |tn| converge.

(=)
2

Exemple Lasérie ) .

n2l

converge absolument (CVA)

1
En effet, Z o converge.

n)l

22 o @080
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CHAPITRE 9. SUITES ET SERIES NUMERIQUES

Théortme
Si Z u,, converge absolument alors celle-ci converge et
+ 00 + 0o
Zu,, < Z |ttn]
n=0 n=0

dém.:
Cas (u,) est une suite réelle A termes positifs : il n'y a ricn 3 démontrer,

Cas (u,) est une suite réclle. On introduit u,} et u,; définis par
u;, = max(u,,0) et v, = max(-u,,0)
Ona
VneNu, =u} —uj et [u,| =u,) +u,

Puisque 0 € u}, 1 € |un|, on peut aflirmer, par comparaison de sérics A termes positifs, la convergence
des séries Z ut et Z u,, puis celle de Z u, par différence de deux sérics convergentes.

Cas (u,,) est une suite complexe. On introduit Re(u,,) et Im(w,,).
Ona |Re(u,)|. |Im(u,)| < |u,| donc les séries réelles Z Re(u,,) et Z Im(u,,) convergent puis la série

complexe Z u,, converge aussi.

O
Bilan :Pour une série réelle ou complexe :

CVA = CV

Pour une séric & termes positifs :
CVA & CvV

Remarque Plus généralement, pour une série  termes de signe constant 2 partir d'un certain rang, il y a
aussi équivalence.

Attention : Il se peut que la série Z 1,, converge alors que Z |un| diverge.

Définition
| Une série convergente, mais non absolument convergente, est dite semi-convergente.

—i\n=-1
Exemple La série Z L
n
n21

est Semi-Cory oy

' 223 @O0
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9.3. CONVERGENCE PAR COMPARAISON A UNE SERIE POSITIVE

9.3.4 Convergence par comparaison a une série positive

Théortme
Soit Z u, une série numérique et Z v,, une série & termes positifs.
Siu, = O(v,)etsi Z v,, converge alors z: u,, converge absolument (et donc converge).

dém. :
Il existe A/ € Ret N € N vérifiant

Vn 2> N, |u,| < Mv,

Quitte & modifier les premiers termes des séries (ce qui ne change pas la nature de celle<ci), on peut
supposer la majoration vraie pour toutn € N. Or Z Mou,, converge et Mv,, > 0 donc, par comparaison

de séries  termes positifs, Z |un| converge.

m

Corollaire
Si up, = o(va) et si Z v, converge avee vy, > 0 alors Z u, converge absolument et donc
converge

Attention :  Ces énoncés sont faux sans I'hypotheése v,, > 0.
I est essentiel de comparer 2 une série  termes positifs !

. A sinn
Exemple Déterminons la nature de la série z —.
n2
Ona :
sinn 1
n? | S n2
donc
sinn 1 -
LA P
n? n2

sinn
n2

1 1 o
Or Z = converge et 2 2 0 donc, par domination, Z converge absolument et donc converge.

9.3.5 Séries et regles de référence
93.5.1 &ériés dekieman_n}:

Soita € R.

Théoréeme

La série & termes positifs Z . converge i, et seulement si, tx > 1.

n>1

dém.:
Casa <1
Puisque pour tout n > 1,

1 1

— ? -

n* " n

224 N © (0 [C)
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9.3. CONVERGENCE PAR COMPARAISON A UNE SERIE POSITIVE

On sait i
tanu uio" + 5"3 + o(u“)
nc
etdo : 1 B 1
o n nn-+o3nd

1 1 ' 1 1
or Z 3 converge et 33 2> 0donc z tan i converge.

n+1
d Lt
Exemple Nature de E ¥
n20
Ona
n+1 Gy 1

n? 4 1 no4o0 n

| T 1 n+1
2 :_ { -20d E ——— div
Or . diverge et B one D\fes | diverge.

Exemple Naturede Y e™"
n20
Ona

nfe™" ——0
n—+o00

1
()
n—+o00 n

1 1
or Z 3 converge ct 2 2 O donc z e~ " converge absolument ct donc converge.

donc

. In(n)
Exemple Nature de 'gl =3
Ona
32 In(n) e In(n) g,
n?24 1na+2 /n
donc

In(n) _ o 1
n®+1 n-'_+co0 n3/?

1 1 In(n) 2
Or Z 7373 converge et 7 = 0 donc Z Tl converge absolument puls converge.

1
Exemple Nature de ol
n2l
Ona
nxX— — +00
Inn no4eo
- oo 226 T e080
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CHAPITRE 9. SUITES ET SERIES NUMERIQUES

done pour n ausez grand,
1 9
nx
- 1 1
a2 n
u:_ﬂ _/;
Pmu;:z;md; ;ohm:,_"hnm

1
Exemple \M*Z:‘j
.t "
avee d,, I nombre de diviscurs positifs de n.
Pour p nombre premuer o, = 2.
quu.ly;uarmﬁmétkmmm(l/-rpmkad'-wnf)amh-hrdm-;r
grossrement.

Bilan ‘Les idées récurrentes
- i (140 ) De tend pas vers O alors ) u., diverge grossiérement ;
- Si iy ~ C/n® (avec C = 0 ) alors

Z-.miascuknzmsi.o>l:

- Si on détermine a > 1 tel que 0", — 0 alors ua = 0(1/n") etdooc Y _ &, comverpe abwoloment .

-Sinu, = #0alon Y u, diverpe.

9353 |Séries glométriques|

Théoreme

Soitq € C.

Silgl 2 lqu‘d‘nupmiem
Silgi < lMZq‘mM‘u

Ll

Yo

n=0

dém. :

Casfql 2 1:

Onalq”| = lqi" 2 1 dooc la suite (q") ne tend par vers 0. 1 y a diverpence grossidre.
Calq<1:

.ol l
):"‘“ l-lv * T
m )
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0.3. CONVERGENCE PAR COMPARAISON A UNE SER1E POSITIVE.

—
donc L q" converge absolument.

De plus : !
n
. 1—g"t! 1
zq1= bl A2
k=0 et i
donc I
oo : 1:
q:=
k=0 v '.1,—‘1
(]
400
1 1 1 1
Exempl = = 1 o o= i T e A s,
npc ';“2u 2 l + + 2" +
A
|

7007y

000

SIS

I,
N
3

ol | 4 z
Exemple Pour |r] < 1, ‘ |
{ oo
1
=1 k_2k —
LZ—:()( e 14122
Exemple Pour |z| < I,
*Z" 1
(~1)"s" =
oy 142 7
9.3.54 Réglede d’Alembert
Théortme
Soit z u,, une série a termes non nuls.
On suppose

Untl
i

= (eRYU (400}

’

Si ¢ > lalors Z u,, diverge grossiérement.
Sif < 1alors Z u,, est absolument convergenlc.
Si £ = 1 alors on ne peut rien conclure.

228
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CHAPITRE O SUITES ET SERIES NUMERIQUES oA

dém. :
Casé>1:
A partir d'un centain rang no
|"n#l/“n| 21

et done la suite ([tn])n>n, est croissante. Elle ne peut alors converger vers 0 que si elle est constante
dgale A 0 ce qui est exclu.

Casl{ <1
Soit £ > 0 (qu'on fixera par la suite). A partir d'un certain rang no,
ttn iy /1) = (| < €

et done
[t /un] € €+ €

Par récurrence
[tn] < (€4 )" |up, | = M(L+¢)" |

avec M = (€ +£)™" |uy,|. En choisissant initialement £ > 0 pour que g =+ ¢ € [0,1[.ona
u, = 0(q") avecq" 2 0et Zq" converge

On cn déduit que Z u, converge absolument et donc converge.

Casl(=1:
Considérons u,, = 1/n® avec a € R.
Ona

Up 1 2471
LU

alors que Z u,, converge si, et sculement si, a > 1.
0

Remarque C'est un critdre grossicr réservé aux suites dont le terme général comporte un produit (terme
géométrique, factoriel....) induisant la nature de la série.

2n
Exemple Nature de z u, avec u,, = 1/( . )

n20 o
(n?)?

Onau,.=m >0ct

L a4l ("+ 1)2 1 <1
u, (2n+1)(2n+2) 4

Un41
Un

donc Z u,, converge absolument puis converge.

n>0

2 @080
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9.4 AUTRES METHODES D'OBTENTION DE CONVERGENCE

(=1)°

Dnncpln.hséncahcmécz coaverpe ea verta du critére sp&eial.

Dmmbmz;’—‘aZo($)wm
Par somme, on peut conclure la converpence de La sénie émudide

Exemple Détaminomhmtchln(l 4 """')

vn
gl
On écrit ; '
—])® -1
ln(n‘ ”__),.‘_‘.',_.__L“, 1)
Vvn vn 2n n
( ”ll )
lascne:llcmecz —— comverpe en verta du critére spécial
vn
Mais

1 1 (I -1 .
?—n*o(;‘) e >0a)_‘2-’—,dnar=

domm:cmmumlmdtkimwxzzl—n &o(’l—‘-) diverge.
a3V k.3

Remamue

‘_(-l)"' (—l)""
“‘(‘ )~k
alors que '

T+ £ ) e T e

Cet exemple illustre que la conservation de la sature d'une séne par &quivalence des termes ot
incorrecte si La série n'est pas de signe constant.

Exa=s Transformation d’Abel

sinin)

Fxemple Dcmmmhmwdcz:

a2l
"

On introduit S, = 3 _ sin(k) de sorte que sin(n) = S, - Sa_y

A=0
>, sinfn) _ I i ik 1
Par tramalation " indice,
. sin(n) . 5.
-Z” "Z_I n -t l
m (S0
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9.4. AUTRES METHODES D’OBTENTION DE CONVERGENCE

9.4 Autres méthodes d’obtention de convergence
9.4.1 L Séries alternées,

Définition
Une suite réelle (un) cst dite altemée si

Vn € N,u, = (-1)" |up| ouVn € N,u, = (=1)"*! |unl

Une série réelle z up est dite alternée si la suite (uy,) I'est.

- (=p~! (-1)n-! ;
Exemple Les séries Z et Z In [ 1 + ——— | sont alternées.

n
n>1 n>1 n

Théoréme
Soit Z u,, une séric alternée.
Si la suite (|un|)n30 décroit vers 0 alors la série Z un est convergente. 14

+0oc
De plus, son reste R,, = Z uy. vérifie :
k=n-1
- R, estdu signe de 41
- |Ra| € |unsl-

dém. :
Quitte & considérer (—un), on peut supposer

Vn € N,u, = (=1)" |unl

n
Posons S, = E Ug.
k=0

0 S, 8, =8+ 8, S,
—— ———0—0—0—
; |uo| |
t _’
|ua] R
Jus|

Nous allons établir I'adjacence des suites (S2,.) et (S2n+1).
Sani2 — San = uani2 + Uzng1 = [U2ny2] = |uzn | €0
Ainsi (S2,) est décroissante.
Soni3 — Son1 = Uspsz + Uzpya = — [U2ns3| + [uznya| >0

Ainsi (82, 41) est croissante,

Enfin
Sontt — San = U2n41 2 0

2 isbyuqyt ©l0}elS)]

:  Scanned with !
i & CamScanner’;


https://v3.camscanner.com/user/download

> 4

CHAPITRE 9. SUITES ET SERIES NUMERIQUES

donc les deux suites sont adjacentes.
Par conséquent, elles convergent vers une méme limite S.

Ainsi Z u,, converge et sa somme S est encadrée par les sommes partielles consécutives.
Considérons maintenant le reste
Rn = S o Sn

Rg,. =8 - Sgn. Or Sz,,+1 < S < Sz,. donc Rz,. € [82.14-1‘0]-
R2n+| =5 - S2n+l- Or Song1 € S < Szn+2 donc Ron+) € [0»"211-{-2]
(] \
Corollaire

| Le signe de la somme est celui de son premier terme.
dém. :
La somme S de la série est encadrée par Sg = ug et Sy = ugp + w1- Or |uy| < |ug| donc ug + u; est du
signe de ug et donc S aussi. . ’

a
Excemple Déterminons la nature de »
Dl oy
n2>l1 ‘/ﬁ
C’est une série allternée
(=)~ | (=1)»1?
= —= décroit vers 0 donc ) _ converge.
I \/- n21 \/ﬁ
Exemple Déterminons la nature de (=1)"
P Z") 3 + 1
lere méthode :
C’est une séric alternée ct ()" — décroit vers 0 donc Z —1) !
s 1 1 2 a3 31 converge.
'7(61113 'rlnélhodc A )n ;
=y =0 (n") et Z —; converge avec - > 0 donc Z (.onverge absolument.

9.4.2 Exploitation d’un DA a deux termes

( 1)"
n+ (-1)n-1
La séric est alternée, mais son lcmlc ne décroxt pas en valeur absoluc :

Exemple Déterminons la nature de Z

n 1 2.3 4 .5
Junl | 1/2 1 1/4 173 1/6

Pour déterminer sa nature, on forme un développement asymptotique & deux termes

- b ] 2 i 1
n+(-1)"1_ n n2+o(;z7)

231 Ll @O
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CHUAPITRE 9. SUITES ET SERIES NUMERIQUES ros i
dém. :
Casl>1;

A partir d'un certain rang ng
|"n+l/"n| =1

et donc la svite (|1un])nzn, €st croissante. Elle ne peut alors converger vers 0 que si elle est constante
égale A 0 ce qui est exclu.

Casl( <1:

Soit £ >» 0 (qu'on fixera par la suite). A partir d’un certain rang no,

”"n#l/“nl -{<e

et done
Iu'l+l/“r|| <l+e

Yar récurrence
Jun] € (€4 €)™ |up,| = M(E+&)" ’

avee M = (£ 4 €)™ |uy,|. En choisissant initialement £ > O pourque g =+ € [0,1[.on2

u, = 0(q") avecq" = 0et zq" converge

On en déduit que Z 1, converge absolument et donc converge.

Casl=1:
Considérons u,, = 1/n® avec a € R.
Ona
LIS | |
Up

alors que Z u,, converge si, et sculement si, o > 1.
O

Remarque C’cst un critdre grossier réservé aux suites dont le terme général comporte un produit (terme
géométrique, factoriel,...) induisant la nature de la série.

2
Exemple Nature de Z U, avec u,, = I/( ")

n
(n!)?

(2n)!

nz0

>0ct

Onau, =

_tan __ (n+1)? 1

Un41
un  (2n+1)(2n 4 2) _’Z

Un

<1

donc Z u, converge absolument puis converge.

n>0

229 @000
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CHAPTTRE @ SUTTES ET SERIES NUMERIQUES

pros
waln ik Svay
_2__:‘"’-" < n{m e 1) St ¥ e
Montrons que (S, ) est bornde.
.-a - ool _
5.-$ svnll) - i Z'. - lm i..___'
::: - 9 ".-‘
dong
l~0"°°' i 2
o)“ “““" !‘ "“
Punque (5, ) et bormée, — ) e ( )uL--.ﬁmm
nel nin s 1) n? nin e I
- S,
anmm-z_d;i:;——'-imﬁn—.;x
N
Par opéranon, on en déduant que L3 wuite de terme pénéral —— converpr Quand = ~+ +x ot donc la
.
L0 ]
m‘“ ;-m
-4‘
On peut ausn Mostrer gue
.'un-_n -
L | "
mais ¢ est une sutre histosre .
9.5 Applications
95.1 Lien suite-série
Theéoreme
la*(-.)«h%Z(u.__.. = u,) wnt de mdvme mature.
&ém. : &
Ozas .—Ztnu*-n--..-‘-z‘th*(-".')c‘-cryn.«mﬁ.(-)w.
=0
O
Exemple Lmﬂh*&m‘ﬂﬁtﬂ%'z%—ﬂﬁm

T3
Emhmhmz(-u - n,)
Ona

1
b.u--.-:':’-:—i ~-2WVn+ls2/n

7 €959
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9.5. APPLICATIONS

puis
1 1

Untt = U = = e

-2Vn 1+'1'+2\/ﬁ

Ainsi
1 1
unir —tn = =+ O/ -2vi (14 310 (%)) +2vi= 0 (55)

La série Z (un+1 — ty,) est absolument convergente donc converge puis (u,,) converge.
i . 2n
Exemple Soit (u,) définic parug = letu, = 41 In-1 pour n >1

i o] A
Montrons qu'il existe A > 0, tel que un Ty

On veut montrer que v, = v/nu,, converge vers un réel > 0.
Etudions la série Z (Inv, = Inva-1).

1 n 2n 1 1 1EY= 1k
lnv,. —Inv,._l = §ln (m) +1In ('2"—“) = —Eln (l — ;;) —In (1 +%) —O(n._,)

Ainsi Z (Inv,, = In vy, 1) est absolument convergente donc la suite (In v, ) converge.
A
bl s sa limi v Un . = 0 n ™ —F7=.
En posant € sa limite, v,, 2 ¢ = A > 0ctu 7
‘ e .
[EVRRC®52  La constante d’Euler
Proposition

n
g 1
La suite de terme génénal u, = E == ln i est convergente.
k=1

dém. :
Nous allons étudier la nature de la série de terme général u,,4) — t,.
Ona : )

1 1 1 1 1 1
— = — =] —_l=sE—_— - - —_—) = —
s Y (1 ® n) n+1 n i (n’) ¢ (n’)

donc la série de terme général u, 41 — u, est absolument convergente donc convergente.

|
Définition
n
Onposey = lim (Z £ In n) appelée constante d'Euler.
n-»| = k
Onay =0,5772107" pris.
Théoréme ‘
1
= Inn+7+o(l)
k=1
234 R 0
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CHAPITRE 9. SUITES ET SERIES NUMERIQUES

dém. :

Puisque u, —‘7onpcutécmeu..—7+o(l)doncz——lun—'7+o(l)
il

Corzzz~lnu
k=1

a

‘ 1)" -1

Exemple Calculons Z
On peut affirmer que ccttc sénc alternée converge en vertu du critére spéeial.

n
T ¥ o ! i N0 SR S, TPY 1 ) L
b:..—g = (143 et oy s+7 =
e | . | 1 1 ) QT | 1
1
S}n—(l+§+§+s+"'+2"_l+2—")—2(§+z+-~-+§;)
puis
2n‘ n 1
Sin=Y -3 - =In(n)+7-lnn-7+o(l) =In2+o0(l)
k k
k=1 k=1
Par suite

Z( ) =In2

953 Produitinfini Sx@ucice:

Pour étudier I'existence de ,.E‘l" H uy, on passe au logarithme si le contexte le permet
k=0

- k-1
Exemple Etudions I'existence de  lim H(l+( D )

et k
n-1
(=1 > 0 donc

n

lnﬁ(|+ Gl l) z":ln( =l ')

k=1 k=

(=1 (—15‘-' 11 1
'“(” —)== ’W“(F)

( = )l' 1
Z est convergente et
=3

Pourtoutn > 1,1+
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9.5. APPLICATIONS

. . it el 1
Par équivalence de séric & termes positifs, la série . + 0 (—7) converge ct donc
n

" —1)k-1
Lln (l + (—%-)
k=1

converge quand n — o0, En posant £ sa limite, on a

n _1)k-1
H (1 + ) ) yel >0
k n—+o0o

k=1

Exemple Soit a,x € Ravece |a] < 1.
n
Etudions I'existence de la limite de P, (7) = H (1- nk.r) quand n — +00.

> . ‘=l . - . - .
Les premiers facteurs du produit ne sont pas nécessairement strictement positifs, mais puisque

1 —a*r ——— 1,ilexiste N € N tel que
k—4nc
Vk>2 N,1-a*z>0
Pour n > N, on peut écrire

Pu(z) = Py(@) [] (1-a*z)
k=N

Or

In Lﬁ (1- nkx)} = '2 In(1-a*z)

=N k=N
ct
In(1-a*z) ~—afzrcaratr 50 *.

Puisque |a] < 1, la série géométrique Z a" converge et, par équivalence de série & termes de signe

constant, la série z In(1- a*r) converge. Ainsi

n
Z In(1- ok:r:) —
=N n—+o0

puis
Pu(x) — = Py(x)et

9.5.4 Musculation : séries de Bertrand =20\ &<<a
ries de Bertrand

Théoréme
Soit (a,8) € R%.Ona

1 ; ;
z m converge si, et seulement si, @ > lou (a=1et 5> 1)

htp://mp.cpgedupuydelome.fr 236 ' ‘ @O0
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CHAPITRE 9. SUITES ET SERIES NUMERIQUES

dém. :
Casa<1:
Ona
1 nl-a

X =
. n®(lnn)?  (Inn)d

- 400

donc, A partir d'un certain rang, . ;

ity &
n°(Inn)? ~ n

Orlasérie ) 1/n diverge et 1/n > 0 donc la série étudiée diverge.
Casa>1:
On peut introduire p € |1,a[ etona

1 1
X no(lnn)? ~ no=f(lnn)f n-rteo 0

n’

donc la série étudiée est de terme général négligeable devant 1/n” avec p > 1. Celte série est donc
convergenle.
Casa=letf#1:
Par le théoréme des accroissement finis
1 1 o P=1
(In(n + 1)) ~ (Inn)#-* n-++o0 n(Inn)?

et donc la série étudiée converge si, et seulement si, la suite (1/(In n)? "') convergeie. 8> 1.
Casa=1letf=1:

On exploite :

s In(n)

In(In(n + 1)) — In(ln(n))

pour conclure que la série étudiée diverge.
0
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