Préparatoire MP2

Les Séries Numériques

Prof : Nedra Mog’lla

Convergence d’une série.

% Définition ;
Soit (un)nenr une suite & termes réels ou complexes.
e On dit que la série Zu,, est convergente si la suite (S,)nen

n>0

des sommes partielles est convergente. Da.nb ce cas la limite
+00

(Sn)nen est appelée somme de la série et sera notee Z Up.

n=0
+o00 - n

SUER"H

n=0 k=0

ﬁProposition

Si une série E u, est convergente, alors
n>0

Fondamentales.
1) Soit z€C, ) 2"

n>0
5o
2) Ze - convergessia>0.yv

n>0

ANS Ce cas on a :

%Déﬁnition—Proposition

Soit E Uy, Une série convergente alors pour tout n € N, la séne
n>0

Z uy, est convergente. Sa somme - ebt notee R, et est appelée
k>n+1 !
reste d’ordre n.

p

B — quk“_ ; Z iouﬁ Z“’“'

k=ﬂ.+1 = 71—0

On déduit que

Bm" Rae= 0.

n—=+00
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% Proposition — %, Théoréme d’équivalence ;
i) Si Z u, C.V et Zvn C.V, alors la série Z(Un-l-vn) converge. Soient z U, et Z v, deux séries & termes posmfs
; n>0 n>0 - n>0 n>0
ans ce cas , on a : ' AL T
’ 'Si uy, ~ vy, alors les séries Z Uy, et Z v, sont de méme natures.
+oc +o0 +00 n>0 n>0
D (ntva) =Y+ P S
n=0 =0 = P .
= i "??/ Série de Riemann
i1) Si Z u, C.V et Z v, D.V, alors la série Z(un+vn) diverge . Soit o € R.
n>0 n>0 n>0
s ~ La série — est convergente ssi v > 1 |
iii) Si Zun D.V et Zvn D.V, on peut rien affirmer pour la ; rroidiaisUds
n>0 n>0 L e :
série 3 5 o(Un + vn). ) GHREN Y ¢ 3 REGE
Gt g ‘?/ Proposition oh e Ap UG DS
eries a term /ﬁh : |
; te €es p ositifs N Soit Zun et Z vy, deux séries & termes réels positifs. -~ ;
b ‘ n>0 n>0
“?,Proposmon s ‘ : o e nafeG)
] n = 'n
Soit Zu,, une série a termes positifs. Alors Zun converge si et i) Si et nlora Z-v e
n2>0 ' . n20 N\ Z Up Cconverge >0 ," <
seulement si la suite (S,), est majorée <= 3IM > 0 tel que .} >0 - ;
- >
ch <M VneN. ug=0(v,,) ’
e
k=0 55%4 ii) Si alors E W, converge
d s PR e comen i -
; e n>0
“?)Theoreme de ma_]oratlon | |
On considére Zu,. et Zv,, deux séries a termes posxtlfs telles :
que : n20 f'>° e e e '%,Application : Régle de comparaison nu,
: , g e Soit ) },5p Un une série & termes réels positifs.
0<u, < Un é partxr d'un certam rang, alors g ;
g = gl BT i EH 1 i a = = iy
i) §i Y v, converge, alors D n converge G b 1) il exdate i > tel quewlimyngie, = 07slomety, = 0(zs) € oy
n>0 o e S (SR suite la série Zun converge.
i) Si Zu,, diverge, alors Zv,, diverge. e el n>0
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ii) S'il existe a < 1 tel que nlim n*u, = 400, alors alors 3ny, € N

tel queVn >0 u, > = et par suite la série Zu,, diverge.
\ ’ n>0

“f; Séries absolument convergente

Soit Eu,. une série numérique. On dit que le série Zun est
n>0 n>0

absolument convergente (abs CV) si le série Z |un| converge.
n>0

T T e Ty e SR \,‘m,ﬂg‘-.\‘w-. A T T R T AT e

% Formule de Stlrlmg

3 3 \ . 3 ¥ € X < A 5
F X % RN v ’
$ i ¢ ¥ x B ST > Fi ¢ Fy ¥ €4 &8 AR {

On peut déduire que,

n=0

Y Sil > 1, alors la la série Z Un diverge grossiérement. '
n>0 :

3

l. SRS SRR e N,,“L"‘ ’L‘i.’f 2 L J PG
Exeniple. 3
flProposition Déterminer la nature de la série ;u .
n
Soit Zu,. une série 4 termes complexe série Zu,, :
n>0 : n>0 ‘?1 Séries alternées
converge si et seuleme les ~ R(un) et nz:>0 S(un) Soit Z Un une série & termes réels. On dit que Z Un est alternée
n.
n>0 n>0
convergent. Dans H ; :
400 n ; 3 . i
S un =X R(un) +i ) S(un) tn = (=1)" |un| » :
n=0 n ou PR e Unnl. S 0 :
Uy = (—=1)" |un|
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%, Théoréme des Séries Alternées (T.S.A)
Soit Zu,. une série 4 termes réels.

n>0

4
la série :>_- u, est alternée
n>0

Si ﬁ la suite (|un|)n est décroissante

L lim u, =0
n—+o00
( i) la série Zu,. converge
n>0

ii) |Ra| < |unn],VREN

alors, ¢ :

iii) La somme S = Zu,, a le méme signe que
n=0 i

son premier terme. : [

| vi) Lereste R, ale méme signe que Uny).

e
“?y Exemples d’utilisation du D.L

Déterminer la nature de la série de terme général :

i) u, = log(1+

i

wu)

Comparaison série et intégrale

Soit f :[0,+00o[—> R une fonctions continues par morceaux
positive et décrolssante On pose

/ ft)dt f(n), ¥n € N°, |

alors
La série E Wy, converge
n>1 sy i e i & i)

& i

ﬁ, Prodult de Cauchy de deux séries

Soit E U, et E v, deux séries & termes dans K.
n>0 n>0 [

On appelle produit de Cauchy des deux séries Zun et 2 v, la
n>0 n>0 !
série an avec
n>0
n
= s = T it
" k=0 ptg=n
‘Qf/ Theoreme

n>0 - n>0

- n>0
-ona: g

Ee-EE)

Si 1es séries Z 'u,,, et Z Un sont absoluments convergentcs, alors .

la série produit de Cauchy Z w, est absolument convcrgente etl;
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Sommation des relations de comparaison

a) Cas des séries convergentes

%1 Proposition

n>0 n>0

Up ~ Un
et

alors J
E U, converge

Si

‘ Soit E U, une série & termes réels ou compexes et E U, une

n>0 n>0
série a termes réels positifs.
*
2 e E v, converge
Uy, = o(vn) —rd
. - £
i) Si 1 alors { €
E v, converge F00 o9
[ n>0 z:un:o(i:vn)
\ k=n+1 =n+1
( v, converge
e >t
u, = O(v,) e
sineqs’ JFED J
ii)Si $ alors eim i
E v, converge
[ 20 > un=0(3 v)
\ k=n+1 k=n+1

iii) Soit Z u, et Z v, deux séries & termes réels positifs.

[ E v, converge
n>0

n>0

A

b) Cas des séries divergentes

4?/ Proposition

n>0
série a termes réels

Up = 0(Vn)

sl &S
Zv,, diverge 2o k=0

n>0

7 et Z v, deux séries & termes réels positifs.

n>0
( :
Z v, diverge
u; ~ Up =
.7 e
Si : alors et

E v, diverge L s
n>0 Z L Z Uk

L k=0 k=0
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