Probléme 4

"Produit infini"

Soit ng € N et (un)n>n, une suite de réels non nuls. On pose (Pr)n>no
la suite définie par :

- Pn= ﬁuk.

k=nq

On dit que le produit infini H u,, converge si la suite (Pp)nzne
n>ﬂu
converge vers une limite finie non nulle.

On dit que le produit infini H uy diverge si la suite (Pa)ashgin admet

n>ng
pas une limite finie ou bien elle converge vers 0. A

1. Montrer que si le produit infini H u, converge, alors la suite
n>ng
(tn)n>n, converge vers 1.

-

2. Soit (1n)n>n, une suite de réels non nuls qui converge vers 1
a) Montrer qu'il existe ng tel que V n > ng, up > 0. o
b) Montrer que les produits infini H Un ef’%\];[ ufs t de 1o

n>n0
nature.

3. On suppose dans cette question que (Un)p>0 €8 ite de réels
strictement positifs. £ (?
a) Montrer que le produit mﬁm\]:[ 1wy, conveige si et seulement

f.. nx0

si, la série E In %, conveige. ’%}t‘

n>0
' ano(l 58 u,) converge si et

b)i) Montrer que le produit i
seulement si, la série Z U, converge.

\ rie Z(un =1)%

ﬂ“'

ii) Ce résultat reste-,t;,éll valalfle shla série Z Uy est & termes quel-

n>0
conques.

| x _1 11—1 > " )
( On pourra, co:?&iqki;ug Up = g_\_/)__n_- et étudier la suite

€N, 0 < u, <1, alors H(l — uy,) converge
n>0

1'seu

T2k

inen si, la série E Uy, CONVErge.

n>0

n>0
ontrer que le produit infini l l u,, a méme nature que que la sé-
n>0

n>0

5. Donner un exemple ou la série E (u, — 1) converge, mais le pro-

n>0
‘duit infini Hu-n diverge.
. n>0
6. Déterminer la nat‘.ure des produits infinis suivants :

o) [[(1- 4=

n>1
b) [Ja —m,m[:

n>1
H(l + — )e =, z>0.
n>1

n>0
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