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) " ; (i
On rapelle que, pour tout nombre réel x, la série E — est convergente et que
n!
} n>0

+oon

Vz € R, an—e ! s 1o

n=0

Soit (u,)nen une suite de nombres réelles. On dit que la suite (u,).en est B-convergente
si elle vérifie les proprités suivantes : . ) !

i) Vz € R, La série Z —z" converge

n>0

+oc0 .
ii) La fonction f:z — f(z) =¢7" Z %z" admet une limite finie [ € R
n=0
quand 'z — +o00. ; ( , | ;
Dans ce cas, la limite [ s’appelle la B-limite de la suite (u,,),,eN et on note ma,,,_wrc,ou,l = 1

Partie I ' R S LY

(=2)"
n!

1) a) Montrer que pour tout z = R, la série Z " est convergente et calculer sa

n>0
somime.

b) Déduire que la suite ((—2)"),>0 est B-convergente et que Blim,,_,o(—2)" = 0.
2) Montrer que la suite ((4)"),>0 n’est pas B-convergente.

3) Soit a € R

a) Montrer que pour tout z € R, la série Z —x est convergente et calculer sa somme.
n>0
b) Donner un condition nessaire et suffisante sur a pour que la suite (@™)nso soit B-
convergente. Donner dans le cas de la B-convergence Blim,,_,a".

1

n+1 v
Montrer que la suite (u,),>0 est B-convergence et que Blim,, o u, =0

4) Pour tout n € N, on pose u, =

5) Soit (#n)n>0 €t (vn)n>0 deux suites B-convergentes et A € R.

{\

Montrer que la suite (Au, + vy,),>0 est B-convergente et que

Blim, 400 (Atn +v,) = A Blimp,, y ou, + Blim, 2, v, v
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Partie 11

Soient (un)n>0 €t (vVn)no deux suites rélles vérifiant :

(i)VneN, v, >0

i)V z €R, Zvna;" est absolument convergente .

S
n>0
: u
iii) lim —=1[l€R
{ n—rtoo vy,

1) a) Montrer que la série Z u,x" converge pour tout z€eR

n>0
On pose, alors, pour tout z € R,

/ " 4oo , ) +00
S(x) = Zuna:" et T(z) = Zvn:c".
n=0 . n=0
b) Montrer que z_h_glwo T(x) = +o0.
c) Soit € > 0.

i) Montrer qu’il existe np € N tel que, pour tout n > ng, on a |u, — I v < €V,

if) Montrer que pour tout z € R*

|S (a:)—lT(a:)l <Z|ﬁk—l vkl z +8T(a:)

k=0

puis déduire que,

S(x) N N ug — 1 vg| 7
T(x) ! it k=0 vﬂ0+1‘ x’nO"‘l‘ =)
. S(z) |
d) En déduire que 11&00 T(z) =1\ R d

2) Soient a un réel strictement positif et (uy)nen- la suite deﬁme par :

., 4 1
VnEN*un=(1+ oga,) i

i s :r'. n
A

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

a)Montrer que Un ~natoo a"exp (—3(log a)?).
(Ind : Utiliser le DL de la fonction z — Log(1 + z) au voisinage de 0).

3 : u
b) En déduire que pour tout r € R, la série Z ——';J:“ converge et que sa somme 51(55)
=
vérifie :

S(x) ~100 ¢ exp (~5(l0g a))

c) Etudier alors, suivant les valeurs de a, la B-convergence de la suite (1, )nens-

3) Soit (un)no une suite de nombres réelles.

a) Montrer que si la suite (un)n»o est convergente (au sens usuel) alors elle est B-
convergente et ona
Bl sty = Ml fosiin

(Ind : On pourra appliquer II) 1) aux suites (Un)n>0 €t (Va)n>o avec Un = tn et V, = )
b) Montrer, & I’aide d’un contre exemple, que la réciproque est fausse.

Partic II1

n
Soit (n)nen une suite de nombres réelles. On note, pour tout n € N, S, = Zuk. On
k=0

dit que la série Zun est B-convergente si la suite ‘des sommes partielles (Sn)nen est B-
n>0 ) ) ) ! ’
convergente. Dans ce cas, la B-limite de la suite (Sp)nen s’appelle la B-somme de la série

E u,, et on note

n20
+o00
B Z Uy, = Blim,, 400 5n.
n=0
1) Soit a € R

a) Calculer S, = Zak pour n € N.
k=0

Dt :
b) Montrer que la série Z ;l-:c" est convergente pour tout £ € R et calculer sa somme.
n>0

(Ind : discuter les casa =1 et a # 1)

c¢) Déduire que la série Z a" est B-convergente si et seulement si a < 1 et donner dans
n>0
le cas a < 1 sa B-somme.
2) Montrer, & l'aide d’un contre exemple, que la série Z u, peut &tre B-convergente sans.
n>0 \
’étre au sens usuel.
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