Exercices d’applications

ercice 1 .

Montrer que les séries de terme général U,, suivant sont convergentes
et calculer leurs sommes :

1) Un —W.BEN' Q) Up=€e"z>0, neN

3) U= ,neN 4) U, =Log(l+ ———),neN’

2
n(n+3)
5)Un=m:-t€R

X Exercice 2 .
Déterminer la nature des séries de terme général U, suivant :

D)
1) Uu = 6-0".0 c R 2) Un = -.4":2’1 3) Un — ne—2nlnn,

. Inn chn . _(n*+6n+1 g :
A Un=—7,5) Un=Gop G K (n +4n+1)
7) 0;=Log(1+‘ V) ) U =(- 1)"L°g("’x\ C b

Vn Vi ‘\y
U= sin(%) - Log(;d} 10)U, = cos(avn® + g+ 1) )
) \ 4
Exercice 3 déterminer dans chacun des ca suivants'une suite (an)n>0
telle que A \
¥n €N, Ju\.\({ | < an, VI,

t \\k

la serie E Qan\CONVETge

n>0

a) us(z) = ni‘ r€l=[2.+o00|

b) un(z) =" ze™™, z €1 =]0.+0c].
P

YO

Exercice 4 (Séries A%mq%
1
Soit (a, B) € R%. On conside 1 =— n2>2

nsidere’u, Nl
La série Zu,, est appele ‘Bne de Bertrand.

n>2

I/A[ontv@a >1letVpe R, alors la série Zu,, converge.

n>2

2. Mon&yue sia <1 etVB eR, alors la série Zu,, diveryge.

n>2
\‘?.§ uppose dans cette questi'on quea =1.
Soit 3> 1 et f(z) = pr e ), z € [3,+o0|.

Justifier que la fonction f est décroissante.
b) En utilisant une comparaison avec une intégrale déterminer la
nature de la série Zun lorsquea=1et 3> 1.
n22
4. Montrer que sia =1 et <1, alors la série Zun diverge.

n>2

—

5. Conclure.

Exercice 5 (D’aprés MP 2019).
1 t 1
0 n=<= +T—dt, ~ = ¥
n pose u "/o t+n.dt ne€N etr, :A_?k In(n).
1) Calculer u,, ¥Yn € N°. -

2) Montrer que la série Z u, converge, on notera v sa somnic.
n>1

n
3) Soit n € N*, ezprimer la somme Zun en fonction de 7,, puis

k=1
déduire que lim ~, =17.

n—+00
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4) Montrer que Vk > 2 _l__ el ___1_ Exercice 7 .
=% kGk+D - S %E-1) i
+00
5) En déduire que Yn € N*, _1 < Z u < L Smt a > 1, on pose ((a) = T
2(n+1) ~ s —2n A0 n=l
n
6) On pose S, = S5 1 1) Montrer que Yk 2> 2, j {‘2\ —d:z:
f?uk+2(n+1)' ) 4 @ LI:L'
Montrer que 0 < Sn ; -
T= s 2n(n+1) §$’2 1
7) Déterminer un entier N € N pour lequel Sy est une valeur approché S < ((afs1+
de«y a 1073 prés. N’
>%Exercme 6 .
) Soit (u,) une suite réelle.
Montrer que la série Z(un — Un—-1) converge si et seulement si la suite
n>1 & o
(un) converge. 0 !
2) On considére la suite (wy),>1 définie par : AN \Zg??nincr i B ER“
n 1 n>0
2, (== — — Log(n 5) Soi =— ¥
A ; 5 g(n) - 5) Soit uy ) Vn €N
\ ya) Montrer que la série ) wu, converge.
a) Montrer que la suite (wn)n>1 converge. On notera 7y ‘s({[zmztc. n>1
X \ +00
b) Déduire que Z — = Log(n) +7 + o(1). \\g\ ., b) On pose R,(u) = Z Uk.
k=1 '~. k=n+1
8) a) Montrer que la série € convcrgeﬂtﬁ- Montrer que la série 2 Rn(u) converge.
. e e oy 62 =
& 2n+1 7) M n 1 1 1
. 4 — el ontrer que pour o < 1, —_— N ——
b) Vérifier que Vn € N*, Zkk&-l@k\ﬁ-l Zk Zk g e '] — o no—t
1 ~ 1
M -~
-] 8) Montrer que Z log n.
Déd L 23 — 4Log?2 )
3 — 4Log2.
c) Déduire que Z A D@+ D) g (Ind : Utiliser la série ;h\( ))
n
9) On pose H, = ; T et u, = H, —Inn.
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Montrer que la série Zun-f-l — up converge puis déduire que la suite | Trouver un équivalent de uniy — tn. En déduire que Logn! = nLogn —
pel ‘ n+o(n)

(4n)nen- converge vers une limite notée ~. n
10) On pose v, = H, — Inn — 7. 3) Pour n 2> 1, on pose v, = ZLogk —nLogn+n

Montrer que vniy — vy ~ == ‘, Trouver un équivalent de v,,+1 puis en déduire que Logn! =

2n?’ {
11) Déduire que H, =lnn+~ + oi " o(l). nLogn —n+ - Logn + o(ﬁz
<n n
&E‘mercice 8 ( On rappelle que :Z; - ln(n
. = s . . = n
Soit (an)nen une suite réelle définie par 4) Pourn > 1, on fose Z TR LTS sy e % bt

0<agy<l
Gny1 =ay —a? ; Mor trer que mu“ - 2) En déduire qu’il eziste k > 0 tel que
1. Montrer que la suite (a,)nen st convergente et calculer sa limite. | n! ~ (- s‘. )

2. a) Montrer que les séries Z In(1—a,) et Z a, sont divergentesy E\ercx e 10>¢

n20 n20 "Soit T oo[. On pose gn(z) = = — Log(1 + - ) N*
y Lt 2
a ) Montrer que la série ; a2 converge. 3 ng}mr ool i la i Zg,,(.b onosia
ot n>1 '
3. a) Montrer que VR € N, a, < ——. ' +00 ‘
4 . . N i+l b 0nposeF(:r)=Zg,.(:c), Yz >0
b) Déduire gue la suite (nas)nen est convergente ver, o'“ limite) =
notée [. . "1
4. On considére la suite (Vo)nen définie par ! an- 2) Soit Y = ; k5 Log(n)
a) Etudier la convergence de la série V = 1
; Y ,.zzo g a) Montrer que Vn € N*, Yn41 — ¥ = gn(1) + Sy %

b) Montrer que la suite () est convergente et sa limite v est égale &

F(1).
e ¢) Déduire que z = Log(n) + v +o(1) et que E% ~ Log(n).
Exercice 9 . \\\m =t k=1

b) Démontrer que lim n(Vuy —Vq
n—+00
c¢) En déduire que | = 1. ¥

& k 3) a) Vérifier que Ve >0, x — Log(l+1z) = x'lf e dt
1)a) Montrer que Vk > 2, Log(k—1) ¥ / Log(z)dz < Logk y 1 0 + T "
k=1 b) Déd N*. (1 = Log2)— < — — Log(1
b) En déduire que Log(n'!) ~ nLogn ) Déduire que Yn € ( 0g2) 2 ™ og( + S o
3 n? 7r2 43
— e, / = — = . e
2) Pour n > 1, on pose un kZ_;Logl\ nLogn _ ¢) En admettant que ; == montrer que (1— Log2) o S v < 5

n
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converge

1. a) Justifier que la série Z Bt
n2>0

1 1 ) 1 1‘2"+2 M
= (=1 T
b) Montrer que /0 1+ 22 dg & (Ch /o- 1+ z?

Exercice 11 "Formule de stirling”

On considére la suite (W, )nen définie par : = (-1)*
x g 2k+1
Wa =/ (sint)™ dt. e ‘ﬁ -
0 ¢) Montrer que 1m \1 =0.

N

1. a) Montrer que Vn > 2, nW, = (n — 1)W,_,. b) En déduire que

(2n)! = 221 (n!)? d) Déduire g C ‘\f——- T
T = — = —_—
vn €N Wan = gantatyi 2 @ Wontt = 5oy, ; f
2. a) Montrer que Vn € N*, nW, W, = 3. ) Montrer Gue lﬂ,sma Z = converge.
\E) Montrer que la suite (Wy)nen est décroissante. <\z n2l

@) Déduire que 25 ,g\it a\ug_rjel tel que 0 < a < 1, montrer que

i) Wy ~ Woyy puis Wy ~ 1/ —. /
277, To—sr
) (Qn = —21 1 2
1}2 i ‘a .n4d n+
(1) - : ) Montrer que 0 < / f = dz < ( +;)(1 =
— . e
3. Pour tout n € N*, on pose S, = (n+ =)Inn — n — In(n!}-= o 1
e d) Déduire que lim dz =0
a) Montrer que Sp+1 — s n—+oo o 1—1x
b) En déduire que la .suzte (Sn)nen converyégvg{.: wne) lzmzte notée e) Calculer Z
A ‘\3 n"'l
y; Exercice 13 .

¢) Montrer que n"e™"y/n ~ e*nl!.
I) Soit f : [0,400[— R une fonctions continues par morceauz

positive et décroissante. On pose

4. a) En utilisant 2)é) montrer q,ue A= #=
71/ e>"varn. n

b) En déduire la formule de Stirli ng :
& 1 Wy = f(t)dt — f(n), ¥n € N,
5. a) En utilisant la questw ?}‘a) mmtrer que A — S, ~ o n-1
b) En déduire que
1 1 1. Montrer que
| —3 ﬂ' Sp—" sy B ihd
=™ ”12 +0(n)) Yk € N*, 0 < wg < f(k - 1) — f(k).

Exercice 12 . 2. Déduire que la série Ewn converge.
é n>1

11
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3. Mont s 2T
ontrer que la suite ( ¢ F(@)dt),, est convergente ssi la série | EXercice 15 K

- ;)f(n) converge et dans ce cas on a: On considére les deux suites
n
n
( 1) et by =

’_4
~—
3

An =

b par elle méme.

+oo +00
lim / f()dt =) " w n
e Jo ,,Z__.l g ; fn) Notons par E cn le procf’\\ i dc E an par elle méme et par
1I) On suppose duns cette i ; n21 n21

partie que Soit f : [0,4+oc|— IK
fonctions de classe C. e Otk f % | [ G E d,, le produit de Cauchy de

n>1

I 1) Montrer que an gst exm-convergente

1. Montrer que w, = — f (t)(t — n+1)dt.

b 2) Exprimer

: ; . 1
2. Déduire que si la suite ( /0 |f'(£)|dt)n est convergente, alors la| gy Qo\ripo r en 61 ments simples la fraction rationnelle —————— X(n
série Z wy, converge absolument. En dlé quc, rtout k € {1,...,n -1}

n>1 & 2

Exercice 14

X(n-X)

n-1

len| = Z =

On considére deux suites (up)n>0 €t (vn)nzo. On suppose que la suite

t dé : M tel i
(tn)ax0 €s croissante, et converge vers 0 et qu'aM > 0, tel que 4) Donner un équivalent de z 2 En déduire 11m ‘c“\
VnEN,lka|,<_M. % b k=1

L—
A Al
1) On posen € Net S, = ZUk Montrer que pou tout S p > 1
k=0

-1

Zuw = UnSn +Z uk—uk.,, / uri,;]

k=p

§JConclure la nature de la série Z Co;

2) En déduire que la série y untn est nve eni n21
) : ; - o\rg I1 1) Montrer que an est semi-convergente.
n>1
3) Montrer que Yn > 0, | Z U U NS 2M Uy, 2) Exprimer le terme général d,.
Emtobl 3) Montrer que, pour tout k € {1,...,n -1},

4) Soit a > 0. ViV <
n—k<n.

4) En déduire que la série E d, diverge grossiérement.
n>1

<M.

Zsink

k=0

a) Montrer qu'il existe M > 0, telle que Yn > 0,

T .. sinn
b) En déduire que la série E —— est convergente.
w21 " 19
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