Préparatoire MP2

Prof : Nedra Moalla

Série II : Séries Numériques

&Eabcsercme 1 Déterminer la nature de la série de terme général u, dans les
suivant :

n+1 2n
1) u, =nl — "
) nrz(l)q‘) 2n+1,VneN.
2 R W S
) Un =y l)n,vnzz.
+1
wun_zm(‘ ) — ma+§;vneNmmeR.

= (~)tn (14— ).
By = 1) ( +2nsin(ze‘x))

Montrer que la série Zu,, converge.

n>1
b) i) Montrer que Vz € [0,

(Ind : Utiliser la concavité de la fonctzon sin sur [0

4)a) Soit z € R"',

" 2
g]) sm(a:) 2 _:E

“+0o0
s
st 5 s =
i) Déduire que Z Uy _ln( 2(1_{_1)
k=n+1 .
Exercice 2 .X
1) Montrer que la série de terme géngral u,\est cfvergente et calculer sa
somme :

cos(z)).

Uy = ln(cos(z—n)).(Ind : utiliser sin(2z)
ture de la série :

2)a) Soit a,b deuz réelles. Déterminer la

+o0
> Inn+aln(n+1) +bln(n +2).

n=1

w@

b) Calculer la somme lorsg’il nvergence.
3B) Soit z €] - 1,1], tifi e la série Z nz" est convergente et calculer
sa somme. g
" T n + :z:)
n=1

1. Montrer que f est définie sur R\ Z.
2. Montrer que f est l—pemodzque

Z(2n+1 2 g2

3. Soit g(x
1 _z+1

Exercice 4 .

n
est convergente.

1. Justifier que la série Z {x

n>1
: = (-
Pour n € N*, on pose R, = Z B
k=n+1

Montrer que g est bien définie sur ] — 1,1[ et que g(z) = §f( 5 ):
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2. Soit n € N* et p > n+ 1, Montrer que

(=1)* 1 ( - /1 & )
)" LA ICC Y R
k-zn;,l iy 1+¢ A T+
1 t . -‘
8. Dédui = (-1 "'H/
uire que R, = (—1) ; 1+tdt
4. Montrer que R, = (—1)"“( . + L Y dt)
' i AT 2(n+ Dt el T8
5. Déduire que R, = 1 n+1 ( —), puis la nature de la série Z R
T on ! o
Exercice 5 "Transformation d’Abel". 7S

Soit (un)nen une suite a termes réels ou complezes, (Sn)nen la suite d

sommes partielles : S, = Zuk, n € N. On suppose qu il existe M > 0 tel

k=0
que |Sa| £ M, Vn € N.

S0it (vn)nen une suite & termes réels positives et décroissante telle que
lim v, =0.
n—+oo
1. Pour p € N*, montrer que ,

J
Zukvk = ’UPS + Z Vi — 'Uk+1)
k=0 k=0
2. Déduire que la série Z UnUp CONVEHRE.

n>0

5 Etudieg suivant les valeurs
etn

a

la /nature de la série

n>1
+o00
4. Pour n € N, on pose Z UL Vg -
k=n+1
Montrer que |R,| < 2Mup41, V.n €N

Cr

Exercice 6 "D’aprés MP2011". ,X

n>l

)= D,, alors [0,4+00[C D,.
s/ D, est non vide, alors D, est un intervalle non

2 D, dans les cas suivants : j -}
— avec a € R.
n* |

n considére la série numérique Zanz" et on suppose quelle est
. -

absolument convergente en tout point z € C tel que |z| < R (R € R*).

On suppose dans cette question que R > 1. ' ‘

a) Justifier qu’il eziste v > 1 tel que la série Z a,r" est absolument

n>0
convergente. { T
b) Déduire que Yz > 0, la série E— est abs convergente et que
n>1
—]0 +oc|.

On suppose dans cette questwn que R<1etquileriste R<r<l1
tel que la suite (@,T")neN NE CONVETGE PAs VETS 0.

a) Montrer que Nz > 0, apr" = o(—)
b) Déduire que la série Z — diverge absolument

n>1

¢) Déduire que D, = -
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6. On suppose dans cette question que D, # 0 et on considére

o, =inf D,.

Soit a > o0,, monirer que la série Zln(n)-al est absolument
na

convergente. =

Exercice 7 "D’aprés MP2005". X
On appelle série de Dirichlet toute série de la forme : Z ane™ > ot z € C,
n>1
(an)nen est une suite de nombres complezes et (An)nen €st une suite de
nombres réelles positifs, strictement croissante et non majorée.
Pour toute série de Dirichlet, Z a,e~*"*, on désigne par :
n>1

D. = {z € R, tel que la série Z a,e~ % converge}

n>1
= S, =AnT ;
D, = {z € R, tel que la série Zane converge absolument}.
n>1

On définit l’abscisse de convergence par : 0c = inf D,.
L’abscisse de convergence absolue par : 0, = inf D,
Par conention : o, = +o0 si D, = 0 eto,=+o0 si Do =0,

Soit Zane—x": une série de Dirichlet d’abscisse conv

n>1

ence o, €t

d’abscisse de convergence absolue 0.
1. Montrer que 0. < Oa-

9. Montrer que si la suile (an)neN sikifs, alors oc = Oa-

a te

3. a) Déterminer les abscisses o, et o, de la série de dirichlet Z e~ In(n)z
n>1
b) Déterminer les abscisses oc et oa de la série de dirichlet

Z(_l)ne— ln(n)z.

n>1

i t, Zane“l"(“)z @t 28 A=
n>1
. Qn .
érie ; = converge. Justifier que la série
nz

4. On considére la¥grie

n{n) _ s,

ontrer que pour tout € > 0 4l existe ng € N tel que

Yn > A D> —2
n 2 Ny, n._E_lbn

b) Soit z € R tel que la série Z a.e~ % converge. on considére € >0
n>1
et a > 0, montrer que la série Z a,,e'*"" est absolument convergente
n>1
avee 2 =z+(1+a)b+e).
Déduire que 0, < 0o < b+ 0.
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