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Exercice 5.

I)VHEN',ona;

SI=3=3|~3

(1-nln(n+1) - nln(n))

(r-on(

-m(1+%)

)

2) En utisant un développement limité, on déduit :

. 1 . - Pz
Comme la série E — est a termes positif convergente, alors la série

n>1

Z U, converge.

n>1

3)Ona:

ZUk—Z(-—ln(H =Y -
k=1

_Z Z(m(u -1@
k=

k_

=Zz—ln(n+

—Z-—lnn-f—ln(n) In(n + 1)

k=1

=T —

ln(

n+1

)="n

n

1
—In(1+ -).
n(1+-)

N

= Bl W) —

‘ o i
- | On en déduit, v, = Z U +1n(1 + —) CUTea)

4) Soit k > 2;0na: Uy = k_/ t+k
|Comme 0 < ¢t < 1, slors™k —A=g k < t+k < k+1, dod
t

t
< <
k+1-"t+k " k-

2
wilzl

Ainsi |
' <U <—l——
k(k+1) = *=2k(k—1)

o i 1 i Lol 1 1
r T = )= =
ko k(k + 1) = +1’” k+1" n+1 p+1.

ey
etzk(k i Z( —1_—~=E"5’

En Bassant ala hmlte quand p — +00, on obtient

n+1) k=n+1
- 1
E:Uk_E:Uk_ ZU-“——-
o +1)  TF o+

En utilisant la questxon 5) et le faite que Uk > 0, Vk € N, on déduite

1 1 1

0<y—-8, < — - = ,
(J@ =t “2n 2n+1) 2n(n+1)
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7) On choisit un entier N tel que svvEny < 107° pour obtenir Sy une

valeur approché de v & 10~ prés ce qui est équivalent & N(N+1) > 500,

3 V2001 -1
alors il faut que N > ~5 On peut choisir par exemple N = 22.

Exercice 9

1) a) Soit k > 2; pour tout réel x tel que k—1<z<k:ona
k
In(k—1) < Inz < Ink, alors In(k—1) < f Inz dz < Ink.
k=1
b) D’aprés a), on déduit pour n > 2,

n n k n
Yoink-0<Y [ tnzde< Y ik
k=2 k=1

k=2 "k k=2
([t - 1) < / In(z)dz < ([ k).
k=2 1 k=2
D’on
In(n = 1)! < [zlnz - z|] < In(nl)
Alors,

Ceci nous permet de déduire 'encadrement suivant :

2) Soit n > 1; Un = Zlnk - nln(n)

k=1
ona:
n+1 n
U,,+‘—Un=210(k)—(n ("+1)—zmk+nlnn
k=1 k=1

1+ 1) + nln(n)
) —In(n+1)

(Uk=1 — Ux) ~ 2(—1) =—(n—1)~-n

k=1
%uimlcm a: U,—-U, ~—n,dod

D

Comme,

In(n — 1) < nln(n) = n+1 < In(n!). :-2 ) Un = Ui =-n+o(n) = U, = -n+ Ui(=4) + o(n) = —n + o(n)

D'ou

gl 1 o Inn!
In(r)  nln(n) ~ nln

Comme In(n + 1) ~ In(n) et

lim (n+ 1) Inty B
n r+0o nln n)» In
1 1
t li - =
ROt :»I-I.Llool In(n) 4 In(n) L
In(n!)

1 1 { b— ' ~J A
Ainsi i ngnln(n) & |In(n!) ~ nln(n)

U, = Zlnk —nln(n) =Inn! — nln(n)
k=1

Alors,
In(n!) = nln(n) — n + o(n).

n
3) Soit n > 1; v, =Zlnk —nln(r)+n=U,+n
k=1

l’n+1—v"= n+l—Un+(1l+1)_n=Un+l_Un+1

1 1 1 1
SRR 1L e I R A L, PR
nln( n) + n(" + o(n'l)) +1

n?
1 1 1

0 — —_—
(n) ~ 22n

m
B
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! i RS .
Puisque la série z o diverge, on déduit que

n>1

k=1

Alors v, — vy = 3 In(n) + o(ln(n))
D'on, In(n!) =n ln(n) —n+ 3In(n) + 1 + o(ln(n)).
Comme 1 = o(ln(n)), alors

\1n(n!) =nln(n) —n+ -})-ln(n) + o(In(n)) |

4) On a wy, =vp — %ln(n), alors

1
Wps1 = Wp = VUns1l — Un — -2-111(1‘}"7—1) 3
1 1
=-nin(l+-)+1- 30+ =)
11 1 1
=sm o) = O(=)- C z )
Puisque la série Z — converge alors la série %‘n
n?
n>1
ce qui implique que la suite (wy) converge vers re noft l € R

ce ci éqmvalent a

- k+1 . g~
\ b) On remarque que /0 o*dr = 2%+ 1[ g+ ]u 2k + 1
Z(”kﬂ — V) ~ Z e ln(n 1) ~ —2-ln(n). D'ol

T . | Alors, d’aprés T.S.A, la série Z U, converge.

n20
1

- 1
1 1 T
- _1"+1f dx
_fo 1+$2da: k=1 o 1+2°

1 $2"+1 d 0
T =
g 9 n})g}oo_[o 1+:B2

x? > 1, alors ¢
2n+1 3 ! 1
< dz < 2 Hidr = :
0—,[0 1+x2$_,[0 2n + 2
1 $2n+1
D'ou lim dz = 0.

n—+oo Jo 1+ a2 i _
d) En passant & la limite dans la 2 éme question on obtient

lim ﬂ = |Arctgz)y = Arctgl — Arctg0 = .
ne>-oo £ 2k+1 " 4

+0o0
. ( -k _ =
Ainsi E =3

D’aprés D’Alembert, la série 2 U, converge.

n
lim 1n[(n e ] lim e =
n—+o00 n—++oc 1P
<= n! ~( )"f
Exercice 10 )“
1)a) La série Z o est altern
On pose U = '1)" Ona
i sl Lot R
ot 100l = A2 31 =0
lasuite(|Un|)nen est decroissante

n>1
3)a)Soit0<a<1:

2k+1
‘2)SoxtU 0: 0<a<l,
n'l
2% n 1 p |
a 0 n+l n - i 5 ;
A Al v v e o ke
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- _ en+l

V:ré[O,a],ona:Z:r“:l abi

l-zx

k=0
D|
xn+l
fZ.r"d.t f dx—f dx

0 -z -2

k=0

n~1
k —
Z/: s /1—:“ fl—:rdz
Z[Ikn]
e k+1),
1 n ak+l azn+l
Am:if' dz =Y —+ dz
1—z k_°L+1 1—-zx
" k
_/“l—rdz k l—zdz'

b)OnaVre[0,a]:1—zx2>1-a,alors

Inf-l :n+1 1 [In+2 ]“ b an+2
n+2],

o 1—2 b 1—a 1-a

an+2

Comme lim =0, Alors lim

rn—-x (n + '2}(1 —a)

n+1 k
D’aprés 2)on a 1 3 +
n— +oc on obtx'c_nt
lim =

et o 1=

<00 ﬂk
Doa |y =-In(1-a), Ya€[0,1f
| k=1

“+oc
, on obtient E — =1n2.
n2"
=1

4) D’aprés 3) il suufit de prendre a =

IQI'-‘

Exercnce} 1
1) Pour a > 1, la fonction z — - est décroissante sur [1,+oo|. @

k+1 1 1 k 1
: —dr < — < — dz.
dédult Vk Z 2) _/k I ka 1 1;0

st valable pour tout k > 1,

A
+00, on déduit —3 < < &(a).
k 1 n
—dzx 4:» <.
) k

a—

\a_l_lsﬁ(a)sn—al_l}

b)D’aprés a)
y §(a)
D 1<~ <(a-1)+1
a_-i
1
Dol li “( ) =1 ~
o lim ~+— @{(a)“ -
. 1
3) Soit R, = Z k:
v=n+1
D'aprés 1) Vp > f 1 [
apres > — =
p p>n ; =~ f , alors
1 1 A | 1
[,0_1 ,r,x'—ls -_— \ \‘p
i—aw k:nﬂk 1—a'ze-ln

i ;1 1
(

P
1 1 1 |
- -1 o)sz .aS ( =
‘ l-ap° (n+1) et % 1—a‘p~! . no}

5 1
quand n — +00, on déduit {(u) -1< |

).
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En passant a limite quand p tend vers +00, on obtient :

1 1 1 1
< R" < = B va-1 Rn
a-—1 n-\-lu—l_ T - a-1 ( ) < ! = 1
(n+1) Ly ntl T
D'ou
. R, 1 A
Im — =1 & i e
n—+oo Tl—l—rn"l- R" a—1ne1’
4) Puisque R, ~ — et la série E e convergente si et
a~—1n=-1 <4 n-l

seulement sia—-1>1sa> 2.
D'ou la série Z R, converge si et seulement si a > 2

n>0
1}
itUy,=————,n2>1
5) Soit U, n"+§mn’
Un n
= - - = — = =1
On & & nd+sinn 145 neeo

Do U, ~ 2

1
Comme la série de Riemann Z —3 converge, alors R,,(U,) ~

n>1
o
-3
k=n+1L
+o0
ey 1 1 e

1 AT .
6) Ona: ln(n + 1) ~ l et la série Z — est une série & termes positifs
n n o n

i 1) diverge et on déduit aussi que

et divergente, alors la série In(

n

+1) ~Inn.

9)Ona:u,=

Puisque la série

1
H, =Tnn — v, alors ¥n41 — Up ===~ — o
1
éfie de Riemann Z —; converge, alors Ra(Vn41 — Vn) ~
n
n2>1
I ion 3) Ru( 1 1
D’aprés question 3) oRe o
De plus Rn(vn+l i vn) = pli’r_}:lva+l = U = “—Un; Ainsi v, ~ ;L
1 1
vn = '2— + 0(-—).

Ce ci nou permet de conclure que

n?
k=n+1
Ainsi la série ZR,,(U,,) converge Q)
n>1

1 1
H,,=lnn+'y+ﬁ+o(5\
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