Chapitre .

Intégration sur un intervalle
quelconque

On sait intégrer sur les scgments [a, b] ¢t on souhaite étendre la notion A tout intervalle ct ainsi donner un

sens entre autre i
}-oo 1
dt
/ e tdtet / —
0 0 \/;

K désigne R ou C.
11.1 Intégration sur [a, +oo[ °

Soita € R.
11.1.1 Convergence

Définition
Soit f : [a, +oo[ — K continue par morceaux.

On dit que l'intégrale de f sur [a; 4-cof converge si I’intégrale partielle f f(t) dt converge
a

quand x — +o0.
On posc alors

défz—r—+o0 J

+o00 T
/ fitydt = lim F(tydt
a

+o
Cette intégrale s’écrit aussi / J s’il n’est pas utile de préciser unc variable d’intégration

a

(qui par ailleurs est muette) ou encore / f@)dat.
[a,+oof

Remarque L’intégrale converge si, et seulement si, 1’aire hachurée converge quand z — +00
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11.1. INTEGRATION SUR [A, +o00|

Attention : Paressence, unc intégrale impropre cst une limite, pour la manipuler il faut préalablement

en justifier I’existence.

+o00

Exemple Etude de / et de.
o

H -t - .
La fonction ¢ — e™" est définie et continue par morceaux sur [0, 4-o00(

xr
/ e~ tdt=1—e"" —41
0

—r+oo

+o0
donc / e~ * dt converge et

0
o0
/+ e tdt=1
0

+oc

Exemple Etude de / 1dt.
0
La fonction ¢ ++ 1 est définie et continue par morceauX sur [0, +oo,

e 400
/ 1dt = ¢ ——— +oodonc / 1 dt diverge.
0 0

r—+400

+°°ﬂ

Exemple Etude de / z
1

La fonction ¢ — 1/t est définie et continue par MOrceaux sur (1, +oof

* dt b
— =Inx — +o0 donc/ — diverge.
t x—»-+oo 1 i

'

1

.....
........
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sV aa uncuon |'nvcrsc. il y a trop d'espace entre la courbe et I'axe des abscisses pour que Vintégrale
converge, la fonction inverse converge trop lentement vers () en -00.

11.1.2 Reste d’une intégrale convergente
Soit f : [a, +oo[ — K continuc par morccaux.

Théordme
Pour tout b € [a, +00l, on a équivalence entre :

100
(i) / f(t)dt converge;

(ii)/ f(t) dt converge.
b

dém. :
Ona

_[f=ff+[f

donc une intégrale particlle converge si, et sculement si, I’autre converge aussi.

O
Corollaire

On ne change pas la natre d’une intégrale sur [a, +ocf en modifiant_les valenrs de 1a fonc-

+00

tion intégrée sur [a, c]. La nature de / f(t) dt ne dépend que du comportement de f au

voisinage de +oo0. ‘
Définition

400 i <00

Si j F(t)dt converge alors on peut introduire 1'intégrale f f(t)dt pour towt = €

[, +00]. g

La fonction ainsi définie s’appelle le reste de I’intégrale convergente.
Théoréme

+oo
Si / f(t) dt converge alors pour tout © > a
L ;
[+oo T +oo
j' f(t)ydt = f Fydt+ f F{t)dat
a a x
De plus Lk : "
:
-/x fi)da —————)z_)_‘_?o 0

dém. :

Soit z € [a, +oo[ fixé. On introduit y € [z, +cofetona

j:J f(t)dt=ff(t)dt+fj Ftydt
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11.1. INTEGRATION SUR [A, +00|

Quand y — o0, on obtient
" ploo

F(t)dt = / “rwyae+ [ fyar

+00

a

De plus
400

f(t)dt:/m f(t)dt—/zf(l)tltmo

x

O
11.1.3 Cas des fonctions continues

Soit f : [a, +oo[ — K une fonction continue de primitive F'.

Théoréme

On a équivalence entre :
} oo

(i) / Sf(t) dt converge ;
(ii) I?‘(:r) converge quand £ — +00.
De plus, on a alors

+00

f()dt=lim F(z) - F(a)=[F(z)];*

a

g +o00 dt
Eyfcmple Etude de /0 71
L'intégrale converge car arctant est primitive de I’intégrande et converge en +00.
De plus
+co
dt as X

/ 7 T o [arctan ]y~ = 3

Proposition

+o0
Si f est continue et si / J converge alors
a

- (/:m 1) =1

dém. :

Introduisons une primitive /' de f. Puisque I'intégrale converge, I” admet une limite en +o00 et on peut

£crire
+oo
f=1lmF - F(z)
+00

&xr
400
F_a fonction = — / f est alors de classe C! et
T

oo N

= ( [ 1) =-F@=-1e
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CHAPITRE 11. INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

a

11.1.4 Propriétés

11.1.4.1 Linéarité

Théoréme

Soit £, ¢ : [a, +00] = K continues par morceaux et \ € K.

: LES |0 oo lec
Si les intégrales f fet / g convergent alors f+get / Af convergent avec
a a a a

+00 +00 +00 +o00 +00
Figw f+/ gct/ VI Gl

Corollaire

L'ensemble constitué des fonctions continues par morceaux de [a, 4+o0o| vers K dont I'intégrale

converge définit un sous-espace vectoriel de Cp,, ([a, +-00[, K).
400

L'application f +» [y définit une forme linéaire.
+00 ) oo
Exemple Si / S+get / S convergent alors r g converge.
En cfTet, on pc::l écrire y “

g=(+9) +(-1)g

o0 -+ 20 + 00
Attention : Pour exploiter la relation f f+g= / S+ / g, il faut préalablement justificr
a

la convergence d’au moins deux des inlé?;ralcs cngagécsa!
Ceci empéche d'écrire des aberrations telles

+0o0 +00 \ +0o
/ Odt=/ mc+/ (—1)dt
0 0 0

Ou, Un peu moins grossidrement

/+°° . /+°° dt /+°° dt
o tt+1) 1 t 1 t+1

4o “+o0 “+o0

Exemple Si f converge et / g diverge alors f diverge.

a a a

400 400 g +o0
Attention : Si / fet / g divergent alors on ne peut rien dire sur la nature de j f+g.

a
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11.1. INTEGRATION SUR [A, +o0o|

11.1.4.2  Positivité

Théortme
Soit f : [a, +o0[ — R continue par morceaux.
3 0o + 00
Sl/ J converge et si f > 0alors /20
[/t a
dém, :

En tant qu'intégrale bicn ordonnée d’une fonction positive, pour tout = > a, on a

X
/f>0
«
+

00
A la limite quand & — +00, on obtient [ 20.

a

0
Corollaire
Soit f, g : |a,+o00o] = R continues par morceaux
+oo +00
Si fet / g convergent et si f < g alors
a a
[t +o0
f< f g
a a
dém. :

Avec convergence, on a

O
Théoréme
Soit f : [a,+00[ — R continue.
+00 +oo
Sif>0etsi f converge avec / f = 0 alors f est la fonction nulle.
dém. :

Introduisons I” une primitive de f. La fonction I” est croissante et puisque Vintégrale de f converge et
vaut 0,ona F(a) = !Em F. On en déduit que F est constante et donc f = F' = 0.
(e o)

O
11.1.4.3 Conjugaison

Théoréme
Soit f : [a, +0o[ = C continue par morceaux. ,
+o0 +oo
Si f converge alors f convergent et alors
a a
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CHAPITRE 11. INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

dém. :
Par conjugaison de limites.

0O

Corollaire

On a équivalence entre :
+00

(i) / f converge;

+oco +o0
(ii) f Ref et / Imf convergent.
+o0 +oo +oo
j S = / Ref +1. / Im f

+20
cos(wt)e* dt et / sin(wt)e™* dt.
0

De pl“us. on a alors

+0oco

Exemple Calcul de /
(i}

+oa
Introduisons / eliw=1t 4y
0

/.t P /r. e(iw—l)l o [e(iw— l)l] - 1 o 1+ iw
. S w-1 gzt l —iw 14+w?

-+00 =9 &
et sin(t)e~tdt =
/0 B)e""d 1+ w?

On en déduit

400
< Ye~ldi = ——
/0 cos(wit)e™" di 13 o2

11.2 Intégrabiiité sur [a, +o00|

Soita € &.
11.2.1 Cas des fonctions positives .

Théoréme
Soit f [a +o0o[ — R continue par morceaux. Si f est positive on a équivalence entre :

@) f f converge;
(i) IM € R™,Vz € |a, +oc|, f f({t)dt < M.

dém. :
Puisque f est positive, pour tout z < y € [a, +ocof, ona

f F(e)dt /f(t)dt

L'intégrale partielle / f(t) dt définit donc une fonction croissante de . Si celle-ci est majorée alors

elie converge quand z — +oo et ia réciproque est vraie.
O
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11.2. INTEGRABILITE SUR [A, 40|

+00
Remarque Au contraire, si f diverge avee f > 0 alors

b3
[ § 4o
a T-++00

11.2.2 Comparaison de fonctions positives

Théoréme
Soit f, g : [a, +00[ = R continues par morceaux telles que 0 < f < g.
+oo +0o
Si j g converge alors f aussi.
n+°° oo
Si f diverge alors / g aussi. y
dém. :

Soit = € [a, +00[. Puisque f < g,ona

/a " feat < / “g(yde < / " gty

La fonction f est positive et ses intégrales partielles sont majorées, I'intégrale de f sur [a,+o0| est donc

convergente.
0
+00 ot
Exemple Naturc de / dt.
o (+1

¢ ¢ :
La fonction f : ¢ — T 1 est définie et continue par morceaux sur [0, +-00].
Pourt > 0,0na0 < f(t) <e™.
+00 _—t

—— dt converge.

+o0
Or / e dt converge donc, par comparaison de fonctions positives, / 711
0 0

+2° In(1 +t)

: dt.

Exemple Nature de

1
. In(1 +1¢ - :
La fonction f : t — -"(—t+——) est définie et continue par morceaux sur [1, 4+09f.
In2
Pourt > 1,ona f(t) > —I:— 2 0.

too q¢ Feo
Or / Y diverge donc, par comparaison de fonctions positives. / l_n_(_l_tit_) dt diverge.
1 ‘ 1

Théoréme
Soit f,g : [a, +oo[ = R continues par morceaux.

~+00 +00
Sif(t) ~ g{t)alors lcs intégrales / fet / g ont méme natusc.

t—+00

a—
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CHAPITRE 11. INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

dém. :
Pour t assez grand, on a la comparaison

20(0) < J(t) < 2000

qui est décisive !
O

11.2.3 Intégrabilité

Soit f : [a, +oco[ = K continue par morceaux.

Définition
+oo
On dit que f est intégrable sur [a, +o00[ si I'intégrale / | f| converge.
+o0c “a
On dit aussi que 'intégrale [ cst absolument convergente.

a

Remarque Si f est positive, il est équivalent de dire que f est intégrable sur [a, +oo[ que de dire que
son intégrale de f converge. _ .

t
Exemple Intégrabilité de ¢ — :(i( t.} sur [0, +oof.
On ) s
cos
Nir——% :
. 1412 14102
+00
Or il y a convergence de / NE donc, par comparaison de fonctions posilives, il y a convergence
(i}
b +22 | cos(t) ‘
de l'intégrale /0 T+ dt.
t
Ainsi, la fonction ¢ cos(t) est intégrable sur [0, +o00].

14¢2

Théoréme
o0
l Si J estintégrable sur [a, +oo[ alors ’ J converge et

[ sf“ 1

dém. :
Cas f A valcurs posilives
C'est immédiat compte tenu des résultats qui précede.
Cas f & valeurs réelles
On pose f* = sup(f,0) et f~ = sup(—£.0).
Les fonctions f*, f~ : T = R* sont continues par morceaux et vérifient f = f* — f~.
Onaaussi|f| = f*+ f~donc0 < [+, /7 <|/I.
+o0

400
Par comparaison de fonctions positives, les intégrales et / f~ convergent puis, par opéra-
a a
4o

tions, I'intégrale [ converge aussi.
a
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11.2. INTEGRABILITE SUR [A, 4 x|

Cas [ b valeurs complexes
Onéerit f = Ref 4 ilmf,
e/, Imf : | — R sont continues par morccaux.

s
Puisque [Ref|, |Im/| < ||, on a, par comparaison de fonctions positives, les intégrales / [Ref| et
a

4w 4+~ +w
/ [Imf| convergent donc / Ref et / Imf convergent puis par opérations J converge
a e 4

[ A< [
e

Bilan :Pour une fonction réelle ou complexe

aussi.
Enfin, pour tout r € [a, +-oc|

dong 3 la limite quand z — 400

[ intégrable = /"m!mﬂge

Pour une fonction positive, f = | f| donc

-0

J intégrable & J converge

Remarque Plus généralement, pour une fonction de signe constant, il y a aussi équivalence.
On peut encore approfondir : si f est de signe constant au voisinage de +-oc alors I'intégrabilité de f sur
+oc

[, +oc[ équivaut i la convergence de Iintégrale f-

420 o
Attention : Il se peut que J converge alors que ’ | f] diverge.

Ce phénoméne se rencontre l:mquc Ia convergence de I'i?uégnlc provient d"une compensation entre
aires positive et négative.

DéGinit 5
400 +oc
Si / f converge alors que / If] diverge. on dit que I'intégrale f est semi-

Com%rgcnlc.

+3 i +00 . . .
Exemple Les intégrales / -'%E dt et / cos(t°) dt sont des intégrales semi-convergentes
0 0
fameuses.
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CHAPITRE 11. INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

11.2.4 Intégrabilité par comparaison

11.2.4.1 Domination

Théoréme
Soit f : [a, 400 = K et ¢ : [a, +00[ — R* continues par morceanx.
Si
Vt € [a,+o0l, | f(t)] < p(t) avec ¢ intégrable

_alors S est intégrable.

dém. :
+00 +oc

L'intégrale / ¢(t) dt converge et donc, par comparaison de fonctions positives, / [£(t)| dt converge.

Ainsi [ est intégrable. 3
O
11.24.2 Comparaisons asymptotiques

Définition
Soit £, ¢ : [a,4+oo| = K.
On dit que f est dominée par g au voisinage de 400 si

3M e R*,34 € [a, +oo[ ,Vt 2 A, |f(t)| < M |g(t)|

On écrit alors

10, =_0w)

-4

Remarque Il revient au méme de dire qu’il est possible d’écrire au voisinage de +o00

f(t) = b(t)g(t) avec b une fonction bornée

Définition
Soit f, g : [a, +oo[ = K.
On dit que f est négligeable devant g au voisinage de +oo si

Ve > 0,34 € [a, +oo[,Vt > A, |f(t)] < e|g(t)]

On écrit alors

f(®) o(g(t))

t—+00

Remarque 1l revient au méme de dire qu’il est possible d’écrire au voisinage de +oo

f(t) = &(t)g(#) avec £(t) ——— 0
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11.2. INTEGRABILITE SUR [A, + 0|

Définition
Soit [,y : [a, +oo[ =+ K.
On dit que f est équivalente A g au voisinage de +oo si 1'on peut écrire

ft), = g(t)+o(g(t)) -

t=r+400

On é&crit alors

), _~ 9lt)

t— 400

Remarque ]l revient au méme de dire qu’il est possible d'écrire au voisinage de +o00

J(t) = u(t)g(t) avec u(t) e !

11.24.3 Intégrabitité par comparaison asymptotique

Théoréme
Soit f : [a, +oo[ - Ket g : [a, +00[ = R* continues par morceaux.
Si f(t) e O (g(t)) et si g est intégrable sur [a, +oc[ alors f est intégrable sur [a, +oco[

dém. :
Il existe A € [a, +-oo[ et M € R vérifiant

Vte [A) +m[:'.f(t)| < Mg(t)

En considérant (t) = Mg(t), on peut affirmer par domination qu’il y a convergence de / 1] et
A

+00
donc de / | /] qui n’en differe que d'une constante.
D a
Corollaire
|E f(@) s (g(t)) et si g est intégrable sur [a, +ocf alors f est intégrable sur [a, +oco|

dém.:
1), = ola(®) alors f(1),_=_0(a(t)).
a
Corollaire
| Si f{t) o g(t) alors I'intégrabilité de f sur [a, +oo| équivaut a celle de g.

dém. :
si f(t) s g(t) alors £(2) .45 O (g(t)) et aussi g(t) ¥ O (£(t)) de sorte que I’intégrabilité d’une

fonction entraine I'intégrabilité de I’autre.
a ;

Attention : Ces énoncés sont faux en terme de convergence d’intégrale. Il est indispensable de
s’exprimer en terme d’intégrabilité. Cependant, on peut énoncer le théoréme d’équivalence suivant :
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CHAPITRE 11. INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUEL.CONQUE

11.2.5 Intégrales de Riemann

Soita € R.
Théorime
toc
/ 7a converge si, et seulement si,a > 1
dém. :
La fonction ¢~ 1/t” est définie et continue par morceaux sur [1, +oo|.
Poura € 1,

/ dt> g=ln:r——)+o<:
1

2 y r—+4o00

At
et donc o diverge.
1
Poura > 1,

/"“’ dt

et donc — converge.
A

O

i | = _dt ‘o gt ~dr
ple : e et A fT.00007 convergent alors que /l 7 et : W divergent.

Corollaire
| La fonction ¢+ 1/t est intégrable sur [1, 4-00] si, et sculement si, o > 1.

11.2.6 En pratique

Exemple Natun:dcfw L
. o '+ 1°
La fonction f : ¢ — 1/(t* + 1) est définie et continue par morceaux sur [0, +oc|.
Quand t — +o0,
f(t) = 0, on ne peut rien en conclure

f(t)‘_;jx:—.

Or ¢ — 1/t est intégrable sur [1,+oc[ (car 4 > 1) donc f est intégrable sur [1, +oc], puis sur [0, 4o0].

400
Ainsi, I'intégrale

—— ¢ost k
A convergente

400
Exemple Nature de / f,+1 dt.
0 =+1

La fonction f : t — (¢ + 1)/(t* + 1) est définie et continue par morceaux sur [0, +ool.
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11.2. INTEGRABILITE SUR [A, +o0|

Ona
t+1

1
1241 t-s400 |

dt

: el . ki o0 44
Or I'intégrale / - diverge donc, par équivalence de fonctions positives, I'intégrale / 71
1 1

diverge.

. e
On cn déduit la divergence de

T s

+c0
Exemple Nature de / e~ dt.
0

. - ’ ~ . .
La fonction f : ¢ = e™"" est définie et continue par morceaux sur [0, +o0].

Quand ¢ — +00, f(t) = 0 mais ce n’est en rien décisif, Cependant (2 /(t) = Odonc
- o

;A m o (,12)

Or t = 1/t% est intégrable sur [1, 4oc[ (car 2 > 1 ) donc f est intégrable sur [0, +00].
+oc0
L'intégrale / et dt converge.
0

+00 t
Exemple Nature de / cos( ) dt.
0 1+¢2

La fonction f : ¢ = cos{t)/(1 + ) est définic et continue par morceaux sur [0, 4-o0].
Ona

cos(t)
t—too (2

S

donc )
B~ o T

i-r+ o0 ‘/i
‘cost

+20
St = 3/2 o St i i =
Ainsi f(t) A o(1/t%?) et on peut conclure que S est mvlégmblc sur [0, +oo| et -/o T d;
converge. o ' '

+0o 1
Exemple Nature de /x m dt.
La fonction f : ¢ += 1/In(t + 1) est définic et continuc par morceaux sur [1,+o00].
Ona ‘
L) o 99

Il existe A € [L,+o0o[ tel que pourt > A, tf(t) > 1 etdonc f(t) > 1/t.

o gt . S .
Or / f;- diverge, donc par comparaison de fonctions positives (et moyennant un découpage des
1

dt diverge.

+00
intégrales en A ) on peut conclure que I'intégrale ./1 In(t+1)
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CHAPITRE 11. INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Bilan :Pour f : [a,+o00[ — K continue par morceaux : -
-Si f(1) NN C/t* (avec C # 0) quand t = +o0 alors
S estintégrable sur |a, 4+-o00[ si, ¢t sculement si, a > 1;
- Si on déiermine a > 1 tel que {*f(t) i 0 quand ¢t — +o0 alors f estintégrable sur [a, +o00[;

-Sitf(t) o ¢ # 0 alors I'intégrale de f sur [a, +o0[ diverge.
11.2.7 Intégrabilité et limite en +oco
Théoréme

Soit f : [a, +00[ = K continue par morceaux.
Si f(#) = £ # 0 alors 'intégrale de f sur [a, +o0o| diverge.

dém.:
CasK=R
Quitte A considérer — f, on peut supposer { > 0. Puisque f tend vers € en+o00, il existe A € [, +oo|
vérifiant

ViZ A f(t) 2 ¢/2

et alors
T A T

/ F(t)dt = / ) dt + / f(t)dt

Ja e wooda
et donc " . ’ 1y \

[ f(t)dt > C* + = (x —a) —— +0

-/a 2 =400
o0

Ainsi I'intégrale de f(t) dt diverge (ct donc f n’cst pas intégrable)
CasK=C ®

On raisonne par parties réelle ou imaginaire sachant que I'une des deux fonctions ne tend pas vers 0
en +0o.

a

Attention : Elonnamment, la condition f(t) m—) 0 n’est pas une condition nécessaire
o0

d’intégrabilité.

Exemple Soit f : [0, +o0o[ — R la fonction continue définie par

A

/2 1/4 /8

A 4
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11.3. EXTENSION A UN INTERVALLE QUELCONQUE

f estintégrable mais n’est pas de limite nulle en +00.
En effet, la fonction f est positive et

x IEJRRS lx]+1 1 +o0 1
/j(t)dts/ JWdt= 3 =<} =1
0 0 n=1 n=1°“
+00

Les intégrales partielles de f sont majorées et donc f(t) dt converge.
0

Aussi, f ne tend pas vers 0 en +o00 car

1
f(71+2"+l) =1 n_.+wrl

11.3 Extension & un intervalle quelconque

11.3.1 Intégration sur un intervalle semi ouvert
11.3.1.1 Intégration sur [a, b

Soita € Retb € RU {+oo} aveca < b.

Définition

Soit f : [a,b] — X continue par morceaux. On dit que I'intégrale de f sur [e, b] converge si
I

I'intégrale partielle / f(t) dt converge quand = — b~

On pose alors .
x
-/:f(t) dt ;frljgrl-/a f()dt

encore notée J(t)dt.
fa,t
On peut aussi introduire le reste d’intégrale convergente

b
/ fit)ydt ——0

Remarque L'intégrale converge si, et seulement si, I’aire hachurée converge quand z — b~

/

A jpeR
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CHAPITRE 11. INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

1
Exemple Etude de / it
0 1-1

11 s’agit d’une intégrale impropre en la bome 1 (i.e. d’une intégrale sur [0,1])
Puisque

T oodt
/ = [arcsin ] = arcsinz T =
0

Vvi-— 2 z1- 2
1
™
converge ct vaut —.

Ainsi I'intégrale impropre

. o Vil=t, 2 :
On peut aussi procéder & un calcul plus immédiat assurant directement la convergence
f‘ dt dt i
*—. - —-; = 1n - -
0o V11—t 01 V1 —t¢= o 2

’

113.12 Intégration sur |a, b
Soita € RU {—oo}etb € Raveca < b.

Définition
Soit f : Ja,b] — K continue par morceaux avec ¢ € RU {—oo} etb € R.

b
Ondilqucl‘intégmlcdefsur]a,b]convcrgesil'imégmlnpuﬁcllc/ J(t) dt converge quand

r—at.
On pose alors

[y r0s= [ s0u= m, [ 10

et on peut introduire le reste d'intégrale convergente

/:f(t)dtmo

tat
Exemple Etude de / =

0
L'intégrale est impropre en la bome 0.
La fonction t + 1/v/f est définie et continue par morceaux sur |0, 1].

T di 1
[ G-V, =2-2vE 2

1
donc I’intégrale impropre / ﬂ converge et
o Vi

b de
— =9
./0‘\/5
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11.3. EXTENSION A UN INTERVALLE QUELCONQUE

Yt
Exemple Etude de / T

. - 0
1. imégrale est impropre en la bomne 0.
La fonction t +» 1/t est définie et continue par morceaux sur |0, 1]

1
/ i =-Ilnz —— 400
g . 0"
% : bt
donc I'iniégrale impropre / T diverge.
0

Pour la fonction inverse, il y a trop d’espace entre la courbe et I'axe des ordonnées pour que I'intégrale
converge, cette fonction tend trop rapidement vers +ocoen 07,

A A

<
Il

N
<
I

N |-

11.3.1.3 Lien avec une éventuelle intégration sur [a, b]

La notation f J(t) dt peut étre ambigué dans le cas ot f est définic et continue par morceaux sur [a, b).
Cependant, i'n"en est rien en vertu du résultat suivant.

Proposition

Si f : [a,b] — K continue par morceaux alors

/ “rmar—— / "rwyar

oi2 I'intégrale himite est comprise au sens de I'intégration sur un segment

dém. :
La fonction f est continue par morceaux sur le segment [a,b], elle y est donc bornée par un certain

M € R*.Onaalors
b r
,/ j(t)dt—/ f(t)dti: fj(t)dl Sfi](t)ldt

b z b
‘/a f(t)clt—/u f(t)at s/x Mdt=M(b-z) ———0

puis
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(W]

Définition
Lorsqu'une fonction f est définie et continue par morceaux sur un segment [a, b] on dit encore

que son intégrale converge et 'on a

/‘n o /l Jou= /M Sty dt

Cette valeur commune est celle désignée par
L
[ roa
a

Remarque Soit f : [a, b — K continue. Si f(t) g £ € K alors on peut prolonger f par continuité
R

en b. La fonction ainsi obtenue étant alors continue sur [a, b}, on peut affirmer que V'intégrale sur [a, ]
converge et vaut I'intégrale sur [a, b]. On dit alors que I'intégrale est faussement impropre en b.

x/2 : ¢t
Exemple Etude de / % d.
0
L’intégrale converge car faussement impropre en 0 puisque
sint
e

11.3.2 Iniégraie sur un iniervaiie ouveri

Définition

Soit f : Ja,b[ = K continue par morceaux avec a € RU {—oo} etb € RU {+o0}.

On dit que I'intégrale de f sur |a, b| converge si, pour ¢ € |a, b], les intégrales de f sur [a,c| et
sur [c, b[ convergent. On pose alors

/1::.»( & Ac} o '/lc‘bl d

/abf(t)dt =£cf(c)dt+‘/;bf(t)dz

Remarque Ni la notion, ni la valeur de I'intégrale ne dépendent du choix de ¢ € |a, b|.

Ou cncore

Remarque Si f: [a,b] > Kest continue par morceaux, la convergence et la valeur des intégrales

b
f(t)dtet / f(t) dt sont les mémes et encore une fois la notation / f(t) dt ne crée pas
Ja.bl [a.b a
d’ambiguité.
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11.3. EXTENSION A UN INTERVALLE QUELCONQUE

Ll |

A le Etude d :
Exemple Etude c/—m T

g 1 .
La fonction { v 0 est délinic ct continue par morccaux sur R.

g
R = |-00,0] U [0, +00]
X

« T dt T
= arct —_— = d —.
/0 T+ e ctanr mred onc A).Hx( T+ converge et vaut 2

' dt L — T4 dt ™
4 B o arctan(r ——-&z_’_m 5 onc e 1+ 22 converge et vaut 3

+00
: dt
Par suite converge et

oo’ 1 1%

/+°° dt
=T
oo 1412

Exemple Etude de / tdt.

R
La fonction ¢ — t est définic et continue par morceaux sur R,
R = ]-00,0] U [0, +o0]
. 1 . .
/ tdt = =2 —— 400 donc/ t dt diverge puis / t dt aussi.
0 2 0.4

=400 R

X
Attention : Ici / tdt=0 sl 0. On n’aurait pu vouloir poser / t dt = 0 mais cela n’est pas
= - o0 R
conforme a la définition.

z+1

: ’ 1 s &
En fait, on peut aussi remarquer tdt =z + 5 ,—— oo ctcelte fois<ci_f tdin’aplusde
- 2 rato0 “Jr .
sens.
Pour cette raison, la convergence d’une I'intégrale sur |a, b[ s’étudie en la coupant en deux et non en

étudiant conjointement les deux bornes.

11.3.3 Propriétés

Les propriétés calculatoires de linéarité, de positivité et de conjugaison présentées pour les intégrales
sur [a, +oc| restent vraies pour une intégration sur un intervalle I' quelconque et se démontrent par des
procédés analogues.

Théoréme
L'ensemble des fonctions continues par morccaux de I vers K dont I'intégrale converge est

un sous-espace vectoriel de I’espace C:,’,,,(I ,KK) et I'application f +— / f(t)dt y définit une
I

forme linéaire.

Théoréme
Pour f : I = R continue par morceaux.

su;omm/f(z)dt >0.
I
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CHAPITRE 11. INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Théoréme
Pour f : I — R continue

Sif>0ctsi /j(t)dl = O alors f cst la fonction nullc.
I

11.3.4 Relation de Chasles

Soit f : I = C est continue par morceaux telle que / f converge.
Pour a < b € R des éléments ou des extrémités de I, la théorie qui précede pennet de donner un sens a

'

fbf(t)dt, {

en tant qu’intégrale convergente de f sur [a,b], Ja,b], [a,b[ ou Ja, J[ selon les possibilités. Si plusieurs
interprétations sont possibles, celles-ci se correspondent. On pose encore

/bof(t)dt = —/a‘bf(t)d!ct ./:xf(t)dl =0

On peut alors énoncer le résultat suivant

Théoréme
Soit f :.T — C continue par morceaux telle que / [ converge. !
1

Pour tous a, b, ¢ éléments ou extrémités de I, on a

[ roa= [ 0w [ ow

avec convergence des intégrales engagées.

dém. :
Il suffit d’étudier tous les cas de figures possibles...

(]

€ 287 1 OO

Scanned with

‘B CamScanner’:


https://v3.camscanner.com/user/download

11.4. INTEGRABILITE SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

11.4 Intégrabilité sur un intervalle quelconque

11.4.1 Cas des fonctions positives

Théoréme
Soit f : I = R continue par morceaux et positive.
On a équivalence entre :
(i) / J converge
1
A
(i) 3M € R,V [a, §] C 1./ <.
a
I= ]0.+oc[
dém. :

Notons a < b € R les extrémités de .
(i) = (i) Supposons que / f= [ fconverge. Pourtout [, 8] C I,
I a

/:f=/:f+/‘_ﬂf+/:f>/:f

(ii) = (i) Supposons (ii) .
Cas I = [a, ] : I'intégrale partielle / f est croissante sur {a, b| et majorée par M donc convergeen b™.
a

Ainsi / [ converge.
[a,b]

Cas I = ]a, b] : c’est analogue
Cas I = |a, b[ : on découpe I'intervalle en ¢ € Ja, b[.

O
Corollaire

Soit f, g : I — R continues par morceaux telles que 0 < f < g.

Si / g converge alors [ f aussi.

I
Si | fdivergealors | g aussi.
| Ji f il
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CHAPITRE 11. INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

11.4.2 Intégrabilité

Définition
On dit qu'une fonction f : I — K continue par morceaux est intégrable sur I si I'intégrale

/ | £(¢)| dt converge. On dit encore que I'intégrale / J(t) dt est absolument convergente.
1 1

Exemple Si f : [a,b] = K est continue par morceaux alors f est intégrable sur [a, b] mais aussi sur
la, b), [b,a[ et ]a, b].

Théoréme
Si f : I — K continue par morceaux est intégrable alors I'intégrale / J converge ct; - 0.1}
1

|/1f|</1|f|

dém. : '
Cas f & valeurs positives : C’est immédiat par définition.

Cas f 2 valeurs réelles :

On pose f* = sup(f,0) et f~ = sup(—£,0).
Les fonctions f*, f~ : I = R* sont continues par morceaux et vérifient f = f+ — f~.

Onaaussi |[f| = f* + f~donc0 < f+, f~ <|f|.
Par comparaison de fonctions positives, les intégrales / ftet f f~ convergent puis, par opérations,
I I :

Pintégrale [ f converge aussi.

I
Cas f A valeurs complexes
On écrit f = Ref +iImf.
Ref,Imf : I — R sont continues par morceaux.

Puisque [Ref|, |Imf| < |f|, on a, par comparaison de fonctions positives, / |Ref|et f |Imf| convergent
1 I

donc [ Ref et [ Imf convergent puis par opérations / f aussi.

Ulflsfllfl

! I : .
Démontrons maintenant I'inégalité

Notons a < b € R les extrémités de 1.
Posons ¢ € Ja, b|
Pour r € |a,c] ety € [, b,

!/:f s/;ylfl
L1+ a< [1n+ [

Lot [ o)< [ [

- i 289 o)
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11.4. INTEGRABILITE SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

puis quand y — b, on obtient

L}u/{ﬁﬂf sLduH/[ﬂblm
4] [
O

Bilan :Pour une fonction réelle ou complexe

ce qui donne

f intégrable = / f converge
I
Pour une fonction positive, f = |f| donc
f intégrable < / f convergence
1

Plus généralement, pour une fonction de signe constant, il y a équivalence.

Attention : 11 se peut que / f converge et / | f| diverge. Dans ce cas, on dit que I'intégrale / fest
1 I 1

semi-convergente.

11.43 Opérations
11.4.3.1 Sur les fonctions

Théoréme
Soit f, g : I — K continues par morceaux et A, iz € K.
Si f et g sont intégrables alors A f + p1g I’est aussi.

dém. :
Ona
IAS + pgl < M LF] + [ul gl

Or/lf(t)] dt e(/lg(t)l dt convergent donc.paropéralions/M] [ £(e)} + |is] 1g(2)| dt converge.
1 1 I

Par comparaison de fonctions positives, [ |Af + s1g| converge et donc Af + g est intégrable.
1

O

Corollaire
L'ensemble L'(Z,K) formé des fonctions de I vers K continues par morceaux et intégrable

et un sous-espace vectoriel de I'espace C,?,,,(I, K) et I'application f +—» / f(t) dt définit une
I

forme linéaire sur L' (I, K).

Remarque En revanche, on ne peut rien dire quant au produit de deux fonctions intégrables.
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1
Par exemple 1/v/# est intégrable sur ]0, 1] alors quc \/i 7 ne I'est pas.

Cependant, si f2 et g? sont intégrables sur I alors le produll Jg I'est aussi car

ol < 5 (17 +1ol?)

11.4.3.2 Surl’intervalle

Proposition

Soit f : I = K continue par morceaux ct J un intervalle inclus dans 7.
Si f estintégrable sur [ alors f est intégrable sur J.

dém. :
Pour tout [, 8] C J,ona

8
| < = ]
lexﬂ\lummtn[

et donc / |£()| dt converge.
J

0

Proposition

Soit f : Ja,b[ — K continue par morceaux.
J est intégrable sur Ja, b si, et seulement si, f est intégrable sur Ja, ] et sur [c, b[.

dém. :
Car par définition

/ | /(t)| dt converge si, et sculement si, / |f(0)] dtet / | ()| dt convergent
|a,b[ Ja,e] (e8]

(|
11.4.4 Intégrabilité par comparaison

11.44.1 Domination
Théoréme
Soit f : I = Ketp: I = R* continues par morceaux.
Si
vt € I,|f(t)] < ¢(t) avec ¢ intégrable

alors f cst intégrable.

dém. :
Par comparaison de fonctions positives, on obtient la convergence de / 1f(t)] dt.
I

O
Exemple Si I estun intervalle borné et si f : I — K est continue par morceaux et bomée alors f est
intégrable sur /.
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11442 Comparaison asymptotique

Théoréme
Soit f, g : [a,b] = C continues par morcenux avec a € Ret b € RU {+00}.
Si f(f)‘ et O (g(t)) et si g est intégrable alors [ est intégrable.

Corollaire
Si ](f)' . o (g(t)) avec g intégrable alors f 1'est aussi.

Sif (l)t = g(t) alors f est intégrable si, et seulement si, g 1'est.
~yh=

Remarque On peut énoncer des résultats analogues pour une étude d'intégrabilité sur Ja, b].

Exemple Soit f, g : [a,b] = R' continues par morceaux.
Si f(l)‘ g d g(t) alors les intégrales f()de ct/ g(t) dt ont méme nature.
St la,[ [a.b]

11.4.5 Intégrales de Riemann
11.4.5.1 Au voisinage de I'infini

Rappelons le résultat suivant,

Théortme

+c0
/ — converge si, et sculement si, a > 1
l(l

Par considération de symétrie, on a aussi

Théoréme

-1
/ W converge si, et seulement si, @ > 1
oo |t

11.4.5.2 Au voisinage d’une extrémité finie

Théoré¢me
Soita < bdeuxréelsecta e R

b
dt ; 2
/ ——— converge si, et seulement si, & < 1
a (f - n)n

dém. :
R
Etude de/ —_—
a (t—a)2
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L'intégrale est impropreen a. . ;.

Casa =1
" (“ b
/ S [In(t — )], = In(b—a) = In(x — a) s

b=

b
ct donc I'intégrale [ e diverge.
Casa#1 :
Ona

l-a
AR | _[ 1 1 ]b " —(blf)o sia< 1
x (l = a)" l1-a (t - a)"'“ y Tat 4050 sia>1

b
et donc I'intégrale / W converge si, et seulement si, a < 1.
-a
a

O

1 1
dt dt
Exemple / ‘—/.—t- 70,999 convergent.
0

/ — et / — divergent.

1 1
dt
Exemple Pour A € R, / thdt = / =X converge si, et seulement si, A > —1.
0 0

. +oo qt
Exemple Lintégrale / = diverge pour toute valeur du réel a.
0

Théoréme
Soita < bdeuxréelseta € R

/ ( b — converge si, et seulement si, a@ < 1

dém. :
C’est une configuration symétrique de la précédente.

O

] 1
dt t
Exemple /0 7, converge alors que /; T diverge.
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11.4. INTEGRABILITE SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

11.4.6  En pratique
11.4.6.1 Intégrabilité sur [a, +o0o[ ou -0, a

Les démarches d'intégrabilité déji vu sur [a, +o0o[ se transposent & | —00, a] en écrivant [¢| au lieu de ¢
lorsque I'exposant a cst non cnticr.

+00 4
Exemple Nature de / et dt.

- 00
La fonslion it ¢ est définic et continue par morceaux sur |—oo, +00/.
Ona t*f(¢) R 0 donc f est intégrable sur [0, +o00|

Onat?f(t) e 0 donc f est intégrable sur ]—oo, 0].
Finalement f est intégrable sur R.

11.4.6.2 Intégrabilité sur |0, a]

+0n0 t

Exemple Naturc de / g dt.La fonction f : ¢+ t/(c* — 1) est définic et continue par

0
morceaux sur |0, +o0[.

Ona
t t

—_— ~ -

et —1¢ea0+t
La fonction est prolongeable par continuité et I’intégrale est faussement impropre en 0.
On a aussi

-1

t i
t? x ~ et —— 0
et —1t-+to0 t—+o00

et donc f est intégrabie sur [1, +00[.
Finalement, f est intégrable sur |0, +oc|.

1
cost

Exemple Nature de — dt.
" 0 Vit

La fonction f : £ +» cos(£)/Vt est définie et continue par morceaux sur |0, 1].
Ona f(t) Tl mais ce n’est en rien décisif.
t—0

Cependant
1@, ~ /v

‘ : 1
. t
ort — 1/\/5 est intégrable sur |0, 1] (a = 1/2 < 1) donc f est intégrable sur |0, 1] et / C-——jt. dt
0

converge.

1
Exemple Nature de Intdt.

0
La fonction f : ¢ — Int est définie et continue par morceaux sur |0, 1].

vVif(t) - Ddonc f(¢) t_:ooo(ll\/t—-).

1
Ort — 1/v/t est intégrable sur J0,1] (@ =1/2 < 1) donc f est intégrable sur |0, 1] el/ Intdt
: 0
converge.
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' 1
Exemple Nature de lnTt dt.

La fonction f : t — ln(f)/ t est définie et continue par morceaux sur 10, 1].
Quand t = 0%, tf(t) = —co.
Il existe @ > 0 tel que sur]0,al, f(¢) € =1/t <0.

1
A : _ Int :
Par comparaison de fonctions négatives, I'intégrale f -:— dt diverge.
' 0

Bilan :Pour f :]0,a] — C continue par morceaux :
-si f(t) = € € Calors f est intégrable sur )0, a] ;
»si f(t) - C/t* alors f est intégrable sur |0, a] si, et seulement si, o < 1

- sl cxlslc a < 1 vérifiant t* f(t) e 0 alors f est lnlégmblc sur |0, al;
-sitf(t) oo € # 0 alors l‘mlégrnlc dc J sur |0, a] diverge.

11.4.6.3 Intégration ]a,b] ou [a, b|

On transpose les démarches ci-dessus. Il pourra étre pertinent de se ramener en 0 par translation/symétrie
de la variable pour mieux pcrcevoir les ordres de grandeur.

Exemple Nature de / ——
4 v1-— t3
La fonction f : ¢t — 1/4/1 — ¢3 est définie et continue par morceaux sur [0, 1.

Quandt —+17,t=1—havech— 0*. i i .
1(t) ~ 1 1/\/'
7 A1

1
oigfid dt r.y \
- i : d iet converge.
Ort~ 1/4/1 — t est intégrable sur [0, 1| donc f aussi e f; -3 onverge

i \ L { {if : inm

+w'dtl

Exemple Nature de -/1 71

La fonction f : t — 1/(#? — 1) est définie et continue par MOrceaux par morceaux sur]l +00|.
Quand ¢ = 1*,¢t =1+ havec h — 0*.

el Rl
KO~ 3, =307

Ort— : _1 I
A fortiori, f n’est pas intégrable sur |1, +oo0].

n’est pas intégrable sur |1, 2] donc f non plus.

40

Puisque f est de signe constant, on peut affirmer que Y'int€grale f 21 diverge.
" —

i

t—
Exemple Etude de _/0 —mdt

: ' : 295 GlOElO)

Scanned with

i & CamScanner’;


https://v3.camscanner.com/user/download

11.5. CALCUL D'INTEGRALES IMPROPRES %.

La foriction f = ¢ v (t — 1)/Int est définie et continue par morceaux sur |0,0[ = 0,1/2] U [1/2,1].
Dune part
J(t) ———)l s 0

donc [ est intégrable sur 0, 1/2].

D'autre part
f(t) —1
t-n-
donc f estintégrable sur (1/2, 1].
2 |
Finalement f est intégrable sur 0, 1] et / %17 dt converge.
0

Elle vaut In 2, mais c’est unc longuc histoire. ..

11.5 Calcul d’intégrales impropres

11.5.1 Par les intégrales particlles ou détermination de primitive
b
Pour justificr I'existence tout en calculant / f(H)dt = / f(t) dt on peut
a [“\bl

X
- calculer I'intégrale partielle / f(t) dt puis passer 2 la limite quand z — b~,

- introduire une primitive ' de f (supposée continue) et exploiter / f(t)dt= [F’]z- :
(a ]

b
Pour/ HOLE / f(t)dt on peut
a Ja,b!
v
- calculer / J(t) dt puis passer A la limite quand ¢ = a* ety = b~
- introduire une primitive F de f et exploitcr/ - f(H)dt= [I‘]f',:
Jabf

Besls e | D
xemple Calcul ../1 t(t—+-l—)

On peut justifier I'existence a priori de I'intégrale par 1'argument d'intégrabilité
1 1

~

tt + 1) totos 2

Ce qui suit va aussi justifier I’existence tout en donnant la valeur
On calcule I'intégrale grice A la décomposition en éléments simples

I1¢re méthode :
= dt *dt =1 dt
——=] == —=hhz- ———In2
_/lt(t+1) /1 , s Inz —In(z+1)+1In2 parTrrg
2¢me méthode :
+2¢ dt +co 1 i t =+00 1
o B o e = | g o iy = =D
/, Ht+1) /, (r t+1)‘“ [l“t+1]l g i
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CHAPITRE 11. INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Le calcul direct par primitive est souvent plus rapide, mais permet moins de liberté qu’un calcul mené

par les intégrales partielles.

11.5.2 Changement de variable

Théoréme
continue par morceaux. On a équivalence entre :
A
(i) / f(u) du converge;
a
b

(ii) / J ((2)) £'(t) dt converge.
De pﬁls, si tel est le cas

b B
/ £ o) @'(1) dt = / £(u) du

Soit @ : Ja,b[ = ], B[ une bijection de classe C! croissante et f : ]a, B[ — K une fonction

dém. : 5
(i) = (ii) Supposons la convergence de / f(u)du.
Soit ¢ € ]a,b[ ety = p(c). Pour z € [, of, ona

z w(x)
[ fle®)¢Wde = /7 f(u)du

u=p(t)

Puisque ¢ cst unc bijection croissante
plr) — B
z—)@'

et donc B
[ 1o — [ iwa
¢ T— ¥
b B
L’intégrale / £ ((t)) ¢'(t) dt converge et vaut / f(u)du.
; ¥
De méme, I'intégrale / J (p(t)) ¢'(t) dt converge et vaut / £ S(u) du.

b B
Finalement / f (p(1)) ' (t) At converge et vaut / S(u) du.

(ii) = (i) Méme démarche en exploitant tp"'.
O

Remarque Si ¢ : |a,b] — ]a, B[ est une bijection de classe C* décroissante, on a un résultat"analogue

avec

b a
[ rewne@at= [
a ;

/(

£

4
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11.5. CALCUL D'INTEGRALES IMPROPRES

Remarque En appliquant aussi ce résultat avec | f| et en exploitant que ¢' est de signe constant, on
obtient aussi

- f(p(u)) @' (u) intégrable sur |a, b si, et seulement si, u > f (u) est intégrable sur |a, 3]

Vi

(U

dt.

+oo
Exemple Calcul de /
e 0 \/i

La fonction f : £ = e~V /\/ est définic et continue par morceaux sur 0, +00f.
Réalisons le changement de variable u = v/
La fonction t = v/# réalise une bijection de classe C' de |0, 400 vers ]0, +o0|

u=Vtt=u?dt =2udu

et done

+00 c—ﬁ 400
at =/ 2e " du
[\ Vi 0

Puisque I'intégrale obtenue par le changement de variable est connue convergente, il en est de méme de
I'intégrale initiale ct done

+oo e—\ﬂ
= [—9a—u]t™ _
/; 7 dt = [ 2e ]o 2

11.5.3 Intégration par parties

Théordme ¥
Soit 1 un intervalle d’extrémités a < b € Retu,v : I — K de classe C'.
Si le produit uv converge en a® et b~ alors les intégrales

b b
/u’(i)v(i)dl c(/ (L)' (1) di

ont méme nature et en cas de convergence

b b
/ w'(t)v(t) dt = [uv)’~ —/ u(t)v'(t)

dém. :
. ) ' ' ’
La fonction uv est de classe C' avec (uv)’ = u'v + uv'.
Si uv converge en a* et b alors, il y a convergence de I'intégrale

/b w'(t)ve(t) + u(e)v'(t)de

et
b

/ u'()v(t) + u(t)v' () dt = [uv]]

8 @O0
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CHAPITRE 11. INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Si I'une des intégrales . .
/ u'(t)v(t)dt oun f u(t)'(2)dt
a a

alors, par opérations, I'autre aussi ct

/b u'(to(e) dt + /b u(t)v' (1) dt = [uv]”

O
+00

Exemple Soit n € N, Calcul de [, = / t"e~tdt. —— - et

0 I.:';. .8 2
Su t t> t"e™" est définie et continue par morceaux sur [0, +o0|. "
Quand { — +00, !’ Jn(t) = Odonc I’ mlégralc définissant I, convcrgc.
Posons u'(t) = ¢ etv(t) = t" avee u(t) = —e~tetv'(t) = nt"".
Les fonctions u et v sont de classe C' et uv posséde des limites finies en 0 et +o00.
Par intégration par parties

400 .14 111 2 +00 \
I, = / the~tdt = [—t"e™*] ;™ —/ nt"~t(—e”t)dt
0 0

1) ! 2 ifs

avec convergence de 1'intégrale introduite en second membre.
+o0

Ainsi I,, = nl,,_ puis, sachant Ip = f e~*dt = 1, on conclut
0

I, =n!

' In(t)
Exemple Calcul de/ a+o? ‘ \

St In(t)/(1 + t)? est définie et continue par morceaux sur |0, 1]

Vif(t) = Viln(t) = 0

donc f intégrable sur ]0, 1] et donc I'intégrale / TFNE t

Posons u'(t) = 1/(1+t)* etv(t) = In(t) avec u(t) = —1/(1 +t) et v'(t) = l/t

Les fonctions u et v sont de classe C' mais le produit uv ne posséde pas une limite finie en 0.
On ne peut procéder i cette intégration par parties. .. Il y a cependant deux solutions

1¢rc méthode : on réalise I'intégration par parties sur les intégrales partielles

Pour r € |0, 1]
/1 Int ]} /] dt
——dt= [———| + il e LA
e (1+1) T+t),  Jo tE+1)

)2 —— dt converge.

ct donc o3
ni Inx 1
o —In(t+1
L (1+f)._,dt 1+x+[lnt In(t + 1)),
puis
Pt sz In2 = —In2
e AT “Tgg T H-) =In2 20—
. 299 @080

Scanned with

i & CamScanner’;


https://v3.camscanner.com/user/download

Lie

11.6. MUSCULATION

donc

LR 1Y
/0 T+102 dt = -1In2

2¢me méthode : on choisit u(t) = t/(1 - t) qui cst aussi convenable et qui s’annulant en 0, permet

d’avoir le produit vv convergeant en 0

/l Int e o tint]’ /1 dt, In2
o A+8)2"  |T+tl, Jo t#1 7™

_E XnoiCe
11.6.1 Intégrales de Bertrand

Théoréme

Poura,3 € R, / )ﬂ converge si, et seculement si,a > lou(a=1ect 8 >1).

dém. :

La fonction f : ¢ — 1/t®(Int)”? est définie, continue et positive sur [e, +ool.
Casa<1
tl—n

t" = (].ﬂ t)ﬁ t—»+oo; L

donc pour ¢ assez grand

fy=1/t>0

}oo
d¢
Or / — diverge donc par comparaison de fonctions positives, | { ——t“(ln 1)
Casa>1:

Sous cas inutile: 3 > 0
Ona

«
A g
donc f est intégrable sur [e, +oo car f(t) = o(1/t*) avec & > 1.
Sous cas général :
On introduit m € ]1,a[, ona
1
ta=m(Int)? t—+oo’

t"l Jf(t) -

-t

donc f est intégrabie sur {e, +00] car f (i) = o(1/t™) avec m > 1.
Casa=1

z dt _ ‘/hl;l.‘ dl
L t(lﬂt)d u=_lut 1 U«‘j

converge quand £ — +o00 si, et seulement si, 3 > 1.
=

diverge.
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CHAPITRE 11. INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

11.6.2 Lintégrale de Dirichlet E X0l

- ' sin
L'intégrale / T (lt converge.
{0

dém. :
. sint
La fonction ¢ — 57 est définie et continue par morceaux sur |0, +ocf.

sint

Cette fonction se prolonge par continuité en 0 donc / — dt converge.
10.1]

sint

Etudions / —dt
] o]
Soit A > 1. Par intégration par parties

Quand A — +cc,

A +oo
cos A cost cost
—0et dt B dt
A e /l t2 A—rtoo ./; 2

car cette derniere intégraie converge puisque
cost 1
12 ts4co H (?’:)

0
Remarque Par unc intégration par partics judicicuse, on montre

+° sint 21— cost
/ —dt -f *Zm dt
0 t 0 t

En exploitant 1 — cost = 2sin?(¢/2) et le changement de variable u = ¢/2

+00 +00 o3 2

t S
/ sin die / in“ u du
0 t 0 u?

Proposition

3 sint _
I La fonction ¢ — % n’est pas intégrable sur |0, +oc|

dém. :

e sm t
Montrons que df diverge, le probléme se posant en -+oc.

0
ax |sm t| |q1n t| sinu
dt = dt =

/o Z/ Z/ T G-Dr

Or

® sinu “sinu 2
,/; u+t(k—-1)rm i /0 [y
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11.6. MUSCULATION

done : ;
nrTlsint 2 Ll
— dt>—2 — — 400 " y
./n t\ s o ity s ik K
k=1
O

+00 gint T, 2 A,
Remarque On peut montrer gue S dt = 7 maisc est une longue histoire. .
: ‘
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