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L'énoncé de cette épreuve, particulidre aux candidats de la filiére .
comporte 4 pages. ) .
L'usage de tout matériel ¢lectronique, y compris la calculatrice, est interdit.

Les candidats sont informés que la qualité de la nédaction et de la présentation, la clarté et la précision
des raisonnements constitueront des éléments importants pour Uappréciation des copies. Il convient en
particulier de rappeler avec preécision les | références| des questions aborddes.

Si, au cours de Udpreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale
Sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il est amené a prendre.

Le sujet de cette épreuve est composé de deux problémes indépendants entre cux.

Probléme 3
Etude d’une fonction définie par une intégrale
1%re Partie
! +00 gint
Convergence et calcul de I’intégrale S dt
0
1.1. Convergence de l’intégrale en question O/
1—cost

1.1.1. Montrer que la fonction t —

7 est intégrable sur l'inte

1.1.2. Montrer que, pour tout couple (¢, a) de réels tels que 0 < € < a,

a ¥ T — a e
/ Sl"t(ll= 1 u)sa_l cose+/ 1 —cost
e t a €

-+o00
1.1.3. En déduire que I'intégrale / —dt
0 g

1.2. Calcul d’une intégrale a1

j in 2ntl
1.2.1. Montrer que, pour {fut t € R\ 27Z et '3 + Zcos(kt) = SL;I—zf—t Que vaut la
. sin g LR
. k=1 )
somme = + lgcos(kt) si t€ 2127
A sin 3241y 5 ™ gin 2ntl,
1.2.2. On prolonge la fpnction ¢ +— 2—511.1{' par continuité en 0. Montrer que /0 %%— dt = 3.
: . . 0 sit=0;
1.3. On congidére la fonctiyn g définiefsur le segment [0,7] par : g(t) = { ] e
Zonl 1 si0<t <.
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2éme Dortie
Application a I'étude d’une fonction

2.1. Soit x un réel non nul.

2.1.1. Montrer que la fonction t ——» 1 ~ cos(zt) est intégrable sur l'intervalle [0, +oof.

(1+1t)?
2.1.2. Montrer que, pour tont réel a > 0,

% gin(xt) | - cos(za) | /“ | — cos(zt)
It = - —_— L.
/0 148 z(1+ a) +x o (1+1)? ;

, : +o gin(xt)
2.1.3. En déduire que I'intégrale / -—+t—dt est convergente et que
0
’

/'“’“ sin(21) 1 [+ | - cos(zt)
0

o._‘,__

dt = -

el
1+1 )y (1+1)?

* gin(zt)

+
Dans la suite du probléme, on pose f(x) = /
0

2.2, Montrer que la fonction f est impaire.
2.3. Etude de f au voisinage de +oco

2.3.1. Montrer que, pour tout z > 0, 0 < f(z) <

2.3.2. Verifier que, pour tout = > 0, f(z) =

+oo, ona f(z) = 1+ 0 ().
2.4. Sens de variation de f

2.4.2. En déduire que f est stric
2.5. Etude de la régularité dd f
.5.1.. On note h la fonction/défixi \ervalle |0, +oo[ par : h(z) = /+m M
%\‘ ) ¢ J : 0 (1+¢)3
sant /i et montrer que h est de classe C! sur ]0, +oo| puis

dt.

2.5.2. Justifier que, pour tgut (z, ) e] 4ool?, |h(z) — h(y)| < iz -yl

2 [*% sin(zt) ; '
2.5.3. Montrer 2 L dt et en déduire que f est de classe
C! sur l'intervall

2.6. Etude de [ a droite en 0
\ or
2.6.1. Montret que, pour tout z > 0, % - f(z) = :c/ o
0

g u(z + u) k
/+°° sinu
——du
0 u(z+uw)

e, pour tout = > 0,
imite de f en 0% et justifier que, pour tout z > 0, 0 < f(z) < g = sup f(t).
>0

2.6.2. Montrer <14In(l+z)-Inz.

26.3. En dédui

2.6.4 t e, pour tout x > 0 O<%_f(x)-/% i du+/+m il d :'
.6.4. \Jontrer que, p ) = = 2w i) o ) u puis en
—f(z)

déduire que la fohgtion z — -3— tend vers +oo lorsque z tend vers +00. On pourra justifier et utiliser
le fait que, pour tout t € [0, 5], it > 24,

'2.7. Donner une interprétation grapluque du résultat de la question 2.6.4. précédente et dessiner I’allure
de la courbe représentative de f.

2.8. Montrer que la fonction z+— f2(z) est intégrable sur l'intervalle |0, +o0].
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