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Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Problème intégrale et série

Partie I : Soit x ∈ R. On note, lorsque cela a un sens, H(x) =

∫ 1

0

tx ln(t)

t− 1
dt.

1. Démontrer que pour s > −1, l'intégrale Js =

∫ 1

0

ts ln(t)dt est convergente et donner sa valeur.

2. a) Montrer que pour tout x > −1, l'intégrale H(x) est convergente.

b) Montrer que H est monotone sur ]− 1,+∞[.

c) Montrer que t 7−→ t ln(t)

1− t
est prolongeable par continuité sur [0, 1].

d) Déduire que lim
x→+∞

H(x) = 0.

3. Démontrer que pour tout x > −1, H(x)−H(x+ 1) =
1

(x+ 1)2
.

4. Soit x > −1.

a) Justi�er la convergence de la série
∑
k≥1

1

(x+ k)2
.

b) Prouver que pour tout n ∈ N∗, H(x) =
n∑

k=1

1

(x+ k)2
+H(x+ n).

c) En déduire que H(x) =
+∞∑
k=1

1

(x+ k)2
.

d) On admet que
+∞∑
k=1

1

k2
=

π2

6
, calculer H(0) et H(1).

Partie II : Notons fn la fonction dé�nie sur ]0, 1[ par fn(t) = (−1)n
tn ln(t)

t− 1
.

1. a) Prouver que pour tout x > −1 et tout entier naturel k non nul,

1

(x+ k + 1)2
≤

∫ k+1

k

dt

(x+ t)2
≤ 1

(x+ k)2
.

b) Véri�er que pour tout x > −1, H(x)− 1

(x+ 1)2
≤ 1

x+ 1
≤ H(x).
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c) Déduire un équivalent de H(x) lorsque x tend vers +∞.

2. Pour tout entier naturel n, on pose un = H(n).

a) Étudier la convergence des séries
∑
n≥0

un et
∑
n≥0

(−1)nun.

b) Pour t ∈]0, 1[, on pose fn(t) = (−1)n
tn(ln(t))

t− 1
.

Montrer que la série
∑
n≥0

fn(t) est convergente et calculer sa somme.

c)i) On pose Rn(t) =
+∞∑

k=n+1

fn(t). Veri�er que la fonction Rn est intégrable sur ]0, 1[ et montrer que

lim
n−→+∞

∫ 1

0

Rn(t)dt = 0.

ii) Déduire que
+∞∑
n=0

∫ 1

0

fn(t)dt =

∫ 1

0

+∞∑
n=0

fn(t)dt

iii) Montrer que
+∞∑
n=0

(−1)nun =

∫ 1

0

ln(v)

v2 − 1
dv.

3) Donner la valeur de
+∞∑
n=0

(−1)nun en fonction de H(−1
2
).

Partie III : Pour tout couple d'entiers naturels (p, q), on pose Ip,q =

∫ 1

0

tp(ln(t))qdt.

1) Veri�er l'existence de Ip,q et montrer que ∀q ≥ 1, Ip,q = − q

p+ 1
Ip,q−1.

En déduire la valeur de Ip,q.

2)a) Justi�er l'existence pour tout n ∈ N de Bn =

∫ 1

0

(ln(t))n+1

t− 1
dt.

Pour k ∈ N, on pose gk(t) = tk(ln(t))n+1, t ∈]0, 1[
Véri�er que pour t ∈]0, 1[ la série

∑
n≥0

gk(t) est convergente, pour tout k ∈ N, gk est intégrable sur ]0, 1[ et

la fonction Rk : t 7−→
+∞∑

p=k+1

tp ln(t))n+1 est intégrable sur ]0, 1[.

b) Montrer que lim
k−→+∞

∫ 1

0

Rk(t)dt = 0.

c) Donner Bn en fonction de Ip,q, puis déduire que Bn = (−1)n(n+ 1)!ζ(n+ 2) avec ζ(x) =
+∞∑
k=1

1

kx
, x > 1.
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