Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Probléme intégrale et série

1
t* In(t
Partie [ : Soit x € R. On note, lorsque cela a un sens, H(x) = / ul )dt.

o t—1
1
1. Démontrer que pour s > —1, 'intégrale J;, = / t*In(t)dt est convergente et donner sa valeur.
0

2. a) Montrer que pour tout x > —1, l'intégrale H(z) est convergente.

b) Montrer que H est monotone sur | — 1, +00].

tin(t
¢) Montrer que ¢ — ln—(t)

d) Déduire que lim H(z) = 0.
T—+00

est prolongeable par continuité sur [0, 1].

3. Démontrer que pour tout x > —1, H(z) — H(z + 1) =

4. Soit x > —1.

a) Justifier la convergence de la série g
k>1

+oo
¢) En déduire que H(x) = Z
k=1

+oo

1
d) On admet que Z i
k=1

t" In(t
Partie // : Notons f, la fonc e sur |0, 1] par f,(t) = (—1)" ; n(l).
1. a) Prouver x > —1 et tout entier naturel &£ non nul,
1 /k“ dt 1
T S < :
(x+k+1)2 & (x4+1)? = (z+k)?
- 1 1
b) Vérifier que pBur tout x > —1, H(x) — < < H(z).

(x+1)2 " x+1"



¢) Déduire un équivalent de H(z) lorsque x tend vers +oo.

2. Pour tout entier naturel n, on pose u,, = H(n).

a) Etudier la convergence des séries Z Uy, et Z(—l)"un.

n>0 n>0
t"(In(t
b) Pour t €]0, 1], on pose f,(t) = (—1)" t(n(l))
Montrer que la série Z fn(t) est convergente et calculer sa somme.

n>0

+00
c)i) On pose R,(t) = Z fa(t). Verifier que la fonction R, est intégrable sur |0, 1] et montrer que

k=n+1
1

lim [ R,(t)dt=0.

n—>-+o00 0

+o0o 1 1 too
i) Déduire que ) / fu(t)dt = / > falt)dt
n=0"0 0 n=0

iii) Montrer que

o= N ! In(v)
Z(—l) U, —/ — 1dv.

0

n=0
+00
3) Donner la valeur de Z(—l)”un en fonction de H(—3).
n=0

Partie I11 : Pour tout couple d’entiers naturels (p, ¢\ on

1

[ag / 1 (In(t))dt.
0

1) Verifier l'existence de I, , et montrer que Vg > 1, I, , = %Ipﬁq_l.

p

En déduire la valeur de I, ,.
1 n+1
(In(t))™

dt.
o t—1

2)a) Justifier I'existence pour tout n d

t €]0,1]
t convergente, pour tout k € N, g est intégrable sur |0, 1] et

Pour k € N, on pose gi(t) ="
Vérifier que pour t €]0, 1] la sépie

la fonction Ry, :

b) Montr k(t)dt =0
+oo 1

c¢) Donner B,, en*fonction de I, ,, puis déduire que B,, = (—1)"(n + 1)!{(n + 2) avec ((z) = Z > L.
k=1



