Préparatoire MP 2

Prof. Nedra Moalla

. Série : Intégration sur un intervalle quelconque

Exercice 1 . .
Déterminer la nature des intégrales.généralisées suivantes :
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c) d) ~

cos? t

400 |

f)/ r’e " Inzdr
prroo arctant

h) / 242t + 7 afy

.e)/
)/+°° rsing
. ‘62+a:+1
z)/ “1(1 )3 Ydr, a,ﬂER

xkExercice 2.

1. Soit z € R, montrer que la fonction t — f
sur [0, +oo[ st et seulement st z > 0.

2. Pourz >0, on pose I'(z) =
Montrer que Fix +1) =

3. Déduire la valeur de u,, =

+o0
Exercice 3 1. Montrer que - l'intégrale /
1

convergente.

dz,

D

est

. montrer._ avec un changement

me en fonction de-I. En déduire la

400 a2 ,
tégrale / e (:1:) dz est divergente.
1 x

. R A «
e f(z) = C(\);’; et g(z) = —— ‘cosw(aj*). vérifier que
g’et cependant [ f(z)dz et [} g(a:)da: ne sont pas de

méme nature. Expliquer

Exercice 4 "Calcul de 'intégrale de Gauss'".

1. Montrer que, pour tout réel z €] — 1,+00], In(1 +z) < z.

2. En déduire, pour tout entier naturel n € N* et tout t €]0,/n|
+2 2 t2
ln(l——) <—ietln(l+ o) < =

3. Montrer que Vn € N*

vn TN R $200 +00 £2
/ (1__)ndt< f e dt < f (14+=)"dt < / (1+=)"dt.
] 0 T g n

4. Soitn € N*
(a) Montrer que

/ (1 + Y~"dt = /n / " sin?" 2 udu
0 ) 0

(b) Montrer / (1- ;)“dt =+/n / sin®* ! uduy
0 0
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(c) En déduire que

x 7 z
N / * sin?"* udu < / etdt < n / sin?" 2 udu.
0 0 0

hus

5. On pose I, = /2 sin™ tdt.
0

(a) Calculer Iy et I . Ezprimer I, en fonction de I,—2 pour
n>2. <

(b) Montrer que la suite (In)nen est décroissante et que pour
toutn € N*, nl, I, ; = 7.
(c) En déduire que I, ol [ar
6. Déduire des questions 4 et 5 la valeur de !’ intégrale suivante
+00
/ e~t'dt appelée intégrale de Gauss.
0 e

e oo, o
Déduire les valeurs de / - e tdtet / e~z dt.
J —00 Jo

X, Exercice 5 .
Soit f : [0, +0o[—> R une fonction continue telle que

+o0
: / @dt converge.
1

On se donne deuz réels a > 0 et b > 0.

1) a) Montrer que pour tout x >0,

< flat) 5 b

b) En déduire la convergence de l’inté dt et que

sa valeur est f(0)In(2).

+oo f(at) — f(bt)
t

0

+oo ,—at —bt
: =g
2) Justifier que / -t—dt est convergente et donner sa valeur.
0

12) Soit f une fonction

Exercice 6 .

1) Soit f “une fonction & valeurs réelle intégrable sur [0, +oo[. Mot
que si la limite de f (z) esiste quand T tend vers +oo, alors cette limite

5 irement nulle. )
L - class ur [0, +oo[ et croissante. On

/oo : =
0 et que f' est intégrable sur

suppose que f et f" sgnt N
Montrer que lim =
T—+

o0
R..
%xercice 7.

Soit f une fonction
Pour z >0,

ELTI
ur Ry telle que f? est intégrable sur Ry

(6

1 T
oa) = [ reat

z Jo 2
Joder que g est prolonngeable par continuité en 0.- ‘
Edprim¥®”g (z) en fonction de f(z) et de g(z) pour >:0.4 "
0 < a < b, montrer que i

) [ o) de=2 / g(6)F(2) dt + a(g(a))> = blg(®)?,

[

A N o i T e [ [
CZ} )\/7 (9(6) dts\/ JAREC dt+\/a(g(a>> [ e a
e 4 es : Se340% = V4G
4. Déduire que / (g(t))? dt converge. '

Exercice 8 .

1. Soit pour tout n € N et tout a € R

+o0 ¢ L ARG
In(a,)z/ L !

oo L (@ H1E2)nHL]

valeur dea € R} et n € N, ; ‘

L
2

que ¥(a,n) ERY x N, I,(a) = az—i+r‘/

T
2

(a) Montrer que l'intégrale I,(a) est convergente pour toute

(b) A Vaide du changement de variables t = atan, montrer

cos®™(0)db,i-, .
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2. Soit pour tout k € Z, J,, = / erdo,
/2
(a) Montrer que lintégrale Ji, est bien définie et que Jp =,
Yk € Z*, Jo, = 0,
2(-1)*
vk T ;
k € Z, Jor+1 T 1
/2
(b) Montrer que Vn € N, cos®™(0)dO = — E G T vk
-r/2 k=0
(c) ) En déduire que
(2n)!m

V(a, n) € IR;_ X N, In(a) = m

X +00 -t
Exercice 9 Pour z > 0, on pose F(z) = / en dt.
x
1. Montrer que F est bien définie sur )0, 4+o00].

2. Montrer que F est de classe C* sur]0,+oo[ et calculer
Fl(z)Vz>.0.

3. Montrer que lim zF(z) =0 et que lin
T—*+00 : r—0

Pour toute fonction continue f : RD et s F R on note f(s)
Uintégrale suivante (qui peut Yente ow-bien divergente)

1. Pour une fonction posilive [, monirer que st l'intégrale f(q)
converge pour un certain s, alors l'intégrale f (&) est convergente
pour toul 8’ avec §' > s.

2. Soit a € R, montrer que si f(t) = O(¢™) quand t — +oo, alors
F(s) est convergente pour toutwEla, +oo.

ction constante, alors f(s)

3. (a) Montrer que st
, puis donner l'ezpression de

(b) Montrer ="¢% pour un récl a, alors f(s) cst
convergelite ement si s > a, puis calculer sa valeur.
t’l
(c) Sopt® : Ry = R la fonction définie par fo(t) = =i
M e ﬁ,(s) est convergente pour s > 0, puis que
1

Vs > 0.

9] = sn+l’

uppose maintenant que la fonction f est de classe C* et que
est bornée pour tout n € N*.

fe
a) Soit s > 0. Montrer que si l'intégrale f (s) est convergente,
alors f’( ) converge aussi et que f’(s) = sf(s) f(0).

D (b) Montrer que si l'intégrale f f(s) est convergente, alors
Pour tout n € N* f(n)(s) converge et

f)(s) = s"f(s) = D "1k f0)(0),
k=0

avec f®) désigne la dérivée k-ieme de f.

5. On s'’intéresse dans cette question & la fonction h(t) = sint.

(a) Monirer que h(s) converge pour tout s > 0.

(b) Calculer l?’(s) en fonction de Tz(s) et en déduire E(s)
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