Dans tout ce chapitre K désigne le corps R ou C et E un K-espace vectoriel. , . = !

a0 = rologo
1) _Espaces vectoriels normdés :

1) Définition et exemples usuelles

r—ﬁ)éﬂnition 1 (d'une normﬂ
On appelle norme sur E toute application N : E — R* vérifiant
® Séparation :Vz € E, N(z)=04=z=0

@ Homogénéité : Ya € K,Vz € E, N(a.z) = |a|N(z)

@ Inégalité triangulaire : Vz,y € E, N(z+y) < N(z)+ N(»)

j Le coupe (E, N) est appelé un espace vectoriel normé. ‘

r-lRemnrque 1.} , —_—

@ Une norme est généralement notée || ||. b 1
@ Soit (E,|| |]) un e.van
e Un vecteur = de E est dit unitaire si [[z]] = 1.

¢ Pour tout y € E, non nul, ”IT%H” =1.

ﬁ’roposition 1.)

Soit (E,|| ||) un e.v.n
® TInégalité triangulaire renversée : Vo, y € E, | |1zl =yl | < ll==yll .
@ Inégalité triangulaire généralist : soit n € N* et 1, ...,Tn € E, alors

n n
S o < 3l
k=1 k=1

Exemples
@ Norme sur X : !
La valeur absolue (resp. le module) est une normc sur R (rosp Q)

@ Normes sur K” :
Pour X = (z;,...,z,) € K", on pose

3
X1l = 3 el \nxua = (2 |=ck|) [1Xlloo = max |zl '

k=1

Il Hasll Haet]l [loo somdesnormmsur E.

@ Norme sur B(X,K) :
Soit X un ensemble non vide, B(X K) d(s:gnc la K—algébro des apphc;mons bornées sur X A valeurs dans K.
Pour'f '€ E,onpose - BN L _ -

II!IIoo o0 lf(t)l

Il lleo est une norme sur B(X, K), appelée norme de la convergence uniforme.

@ Normes sur C([a, b],X) :
Soit a,b € K tel que a < b et C([a, b], K) désigne la K-algebre des applications continues sur [a, b] A valeurs dans K.
on pose

b b b
[1£1lx =/ 1£(@)lde | [If1lz = (/ If(t)lzdl)

e || ||1 est une norme sur C([a, b], K), appelée norme de la convergence en moyenne.
e || ||z est une norme sur C([a, b], X), appelée norme de la convergence en moyenne quadratique.

T - o 3
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par

ax |f(t)|

t€la,b]

”!“oo = o [f()] = m

@® Normes sur M, p(I£) :
Soit A = (@ij)1<i<cn € Mup(K).

1<5<p
on pose

e Comme toute fonction continue sur un sogment est bornée et atteint ses bornes, on définit aussi lanorme || [|oo sur €([a, b], K),

i=1j=1

3
n p P
lAll = malea..,l llAlla = (ZZMP) nAum:;g&xn;laul

[ sl ll2 et 1l [loo sont des normes sur My, ,(K).

Remarquons que pour toute matrice A carrée de Mp(K), [|Allx = || *Alleo €t ||Al|2 = || “All2-

Exercice 1
Pour tout A = (8; j)h1<ij<p € Mp(K), on pose N (A) = ’Ln.‘uépla.-‘,-l
<iy<

@ Montrer que N €st une norme sur M, (K).
@ Montrer quc pour tout A, B € M,,(K), Nx(AB) € nN (AN (B).

Sglu&um ’ ) : B
@ Soit A = (a;3)1i5<m B = (bij)1<i<p € Mp(K) et AEK

e Séparation :

No(A)=0 <= lg::}éplu.'_,l =0

— Vije[Lp] ai;=0 .

— A=0

e Homogénéité : N (AA) = lé..lf,lx(PlAai.j‘ = ,2}%,,"‘”“‘-)' = |Al lg}%’éphiﬂ = ANV (4)

e Inégalité triangulaire : on a Nwo(A + B) = lgr}gpla,_, + bi |

Pour tout i,j € [1,p], lai; + b; ;| < lai ;| +[bij| < lg:}g‘,lnul + max [bij] = Moo (A) + Neo(B)

Donc Nuo(A + B) < No(A) + Noo(B).
@ Soit A= (al.J)l<lJ<]HB (bl._;)l<l‘)(p € MP(K) et C (CIJ)I<I,]<,1 = AB

Pour tout i,j € [1,p], ¢j = Za, kb j, alors |ei ] < Z|°-l||bk.)| < ZN (A)Nx (B) = nNw(A) N (B)

k=1

Donc Noo(AB) = N5 (C) = max Icu|<u}\/ (A)N (B) ®

Exercice 2 (Norme infinie sur un espace vectoriel de dimension finie)
Soit £ un K—esmcc vectoriel de dimension finie p et B = (ey, ..., €,) une base de E.

Pour tout =z = Zz.c. € E, on pose No(1) = Jmax |1:,|
=1

Montrer que N est une norme sur F, (appf'l(v normne infinie a.\com(v i la base B)

Solution p P
Soit z = _Zie;,y =) ;€ Eet A€ K.

=1 i=1

e Séparation :
’,Nm(:r) =0 <= max |lzi|=0
<i<p
< Vie[lp],z:i=0
<~ z=0
e Homogén¢ité : No(Ar) = max I/\I | = Jnax |)«||J:,| = |A| Juax |:z:.| = |A| N (z)
e Inégalité triangulaire : on a Nw(:z +1)= n<uc< |zi + vil

Pour tout i € [1,p], |zi + ui| < |z + || < Jnax lz.] + max |J.| = Neo(T) + Noo(y)
Donc Noo(z + y) € Neo(z) + Nao(y) B
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2) Norme euclidienne

Rappelons tout d'abord la définition d'un ospace prélulbert:m réel et 'inégalité de Caudny Schwartz.
On considére E un R-espace vectoriel,
(-@éﬂnitmn 2 (Produit sml:ur%

e« On appelle produit scalaire sur E, une application :
J :ExE= R vrifiant :
® f est une forme bilin¢aire : Vz,y,z € E,Ya €R

Jlax+y,z2)
f(z,ay +2)

af(x,2)+ f(y,2)
af(z,y) + f(z,2)

@ f est symétrique : Vz,y €E, f(z,y) = [(y,2)
® f est positive: Vr €E, f(z,2) 20

@ f est déhnie: Yz €E, f(r,z) =0=>z=0.
¢ On note < x,y > au lieu de f(z,y).

o Un R-cspace vectoriel E muni d'un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien réel.
 Un espace préhilbertien réel de dimension finie est appelé un espace euclidien. |

\

f-chmarque 2.}

f est linéaire par rapport & une
variable et symétrique
@ f est définie et positive <= Vz € E\ {0}, f(x,z) > 0.

= [ est bilinéaire.

r-l Définition 3 (Norme euclidienmﬁ
Soit (E,< >) un espace préhilbertien réel. On définit la norme cuclidienne associée au produit scalaire < > par :

Vz€E, |7l =v<z,2>

\

r(’rhéoréme 1 (Inégalité de Cauchy-Schwartz).}
Pour tous vecteurs z,y € E, on a I'inégalité de Canchy-Schwartz = | <z,y > | < |lz]| |ly]]

z=0 =0
Avec | < z,y > | = |lz|l |ly]| <= { ou et <z,y>=]|lz|llyll <> {ou
Ja€R,y=ar o e R, y=ar

L

@’roposition 2 (Norme associée au produit smlaimﬂ -

La norme euclidienne || || associée au produit scalaire < > sur E est bien une norme sur E.
Ainsi E est muni d'une structure d’espace vectoriel normé.

Exemples (Quelques exemples de normes euclidiennes)
1) {} |2 est une norme cuchdienne sur X' :

Soit X = (21,+,Zn),Y = (Y1,--2¥a) ER* <X,V > = Z.nyl

IA

n
Zflyx
k=1

=

i Y22 =11X(l
\ k=1
PR \ ‘ Y u? (Cauchy-Schwartz)
k=1 k=1
2) || |2 est une norme euclidienne sur M,, ,(R) :
Soit f,9 € Map(R) <A,B> = Tr('AB)

1Al VTr(*AA) = ||All2

|Tr(*AB)| VTr(‘AA)/Tr (' BB) (Cauchy-Schwartz)

IA
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3) || |12 est une norme euclidienne sur I'espace des fonctions continues sur [a,b), = = C([a,b], R) : ' ' l i

Soit f,g€EE < f,9>

b %)
]ﬂ f®)g(t)dt

&
\/ / )2t = | fllz

I

(11

b . b b b3 .
l / f(t)g(t)dt| < \/ / f(t)zdz\U g(t)2dt (Cauchy-Schwartz)
Exercice 3
On note £3(R) = { (Tn)necn € RN/ in oom-crge} )
n>0

@ Montrer que £2(R) est un R-espace vectoriel. ) ‘ : 4 : v i)
@ Soit T = (Tn)neN, ¥ = (Yn)nen € tg(R)y
(a) Montrer que Z ZnYn CONverge.

n>0
+00
on pose, alors < z,y >= Z:z:,.y,..
n=0
(b) Veérifier que <, > définit un produit scalaire sur £2(R). | \

Solution

@ Nous allons montrer que (R) est sous-espace vectoriel de RN,
e (?(R) contient la suite nulle.

¢ Soit T = (Zn)neN, ¥ = (Yn)nen € P(R) et a € R.

Vn €N, (az, +ya)? = a®z? +2azayn + v
< a2 +|al(2+y2) +vE
<

(«® + Ial)xf. + (1 + |al)y3-

Puisque les séries Z z; et Z Yy convergent, alors la série Z(a +la))z? + (1+|al)v3 convcrgc par le critére de comparmson,

n>0 n>0 n>0
on en déduit que la série Z(ax,. + yn)? est convergente. -
n>0 | : ; i

Ainsi az + y € £3(R).

@ Soit £ = (Zn)neN, ¥ = (Yn)nen € £ (R),
(a) On aVn € N,|znyn| < 1(22 +2).

Puisque les séries Z z;, et Z ¥, convergent, alors la série Z (22 + y?) converge, par le critére de comparaison, on en déduit

n20 n>0 n>0
que la strie ) Znyn est absolument convergente, par suite elle est convergente.
n>0
(b) 1 est facile de vérifier que <, > est un produit scalaire sur £2(R) &
Exercice 4

Soit I un intervalle de R.
On note L3(I) = {l €C(I,R)/ ff(t)’dt oonvcrge}
1

@ Montrer que L?(I) est un R-espace vectoriel.
@ Soit f,g € L2(1)),

(a) Montrer que / (t)g(t)dt converge.

on pose, alors < f,9 >= [; f(t)g(t)dt.

(b) vérifier que <, ; > définit un produit scalaire sur L’(I)
- oo -t et
@ Montrer que _dt converge et / —dz

1 t 1 C\/_

|

Solution
® Nous allons montrer que L2(J) est sous-espace vectoriel de C(1,R).
e L2(I) contient fonction nulle.

ey el " g ik - ML g
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. SQ‘L fige L3(Neta€R.

Il

o® f(t)? +2af (t)g(t) +o(t)?
a®f(t)* + lal(f(£)* + 9(8)) + o(t)*
(o +a)f(t)* + (1 + lal)g(t)*.

Ve eI, (af(t) +9(t)?

IN IA

Puisque les intégrales / f(t)*dt et /; g(t)*dt convergent, alors I'intégrale / ((®+a])f(t)* + (1 + |al) f(t)?) dt converge, par le
! 1

critére de comparaison, on en déduit que V'intégrale ](d £(t) + g(t))*dt est convergente. '
! |

Ainsi af + g € L3(I).
@ Soit f,9 € L(I), j
(2) Ona VL€ | [(t)g(t)] < 3(f(1)* + 9(1)?)- ‘

Puisque les intégrales / f(t)? et / g(t)? convergent, alors I'intégrale / (f (t)2 +g(t)2) converge, par le critére de comparaxson,

on en déduit que l'intégrale f (t)g(t) est absolument convergente, par suite elle est convergente.
I :

(b) 1l est facile de vérifier que <, > est un produit scalaire sur £2(R).
@ En appliquant 1'inégalité de Cauchy-Schwartz, on en déduit que

+00 -t +o00 400
/ eT‘“ < 1’ , ‘"dt\// dt
1

3) Norme produit

Soit p > 1, on considére (Ey, N1), ..y (E,, Np) des K-espaces vectoriels normés.

Définition 4 (Norme produit).}

p
E;, — Rt ‘ ' 1
L’application N : g_; est une norme sur 1’espace produit H Ey., appelée norme prodmt
(Z1y w0y Tp) —> ll.&agka(mk) k=1
J
Exemple La norme produit sur R? associée a la valeur absolue sur R est la norme infinie || ‘|| . B
4) Normes d’algébre
On considere (A, +, x,.) une K-algébre.
r—@ﬁnition 5 (Norme sous multiplicative).), —
Soit || || une norme sur le K-espace vectoriel A.
On dit que || || est sous-multiplicative si Vz,y € A, ||z X yl| < ||=||-lly]].
Dans ce cas, on dit que || || est une norme d’algébre et A est une algébre normée.
f“{ Remarque 3. } L
LSi || || est une norme d’algebre sur A, alors [|14]] > 1.

Exemples

@ On considére la R-algébre E = C([a,b],R), || ||o est une norme d’algébre.

@ Soit n > 2, on considére la K-algebre £ = Mn(K), [| [I1, 1| [l2]| || sont des normes d’algebre.

o A— Ny(A) = maxi<i j<n |ai ;| n'est pas une norme d’algdbre.

En effet, soit J € E, dont tout les coeflicients valent 1, on a J? = nJ, donc Nw(J?) = n > 1 = N (J)N(J).
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Q’roposit'\m\m,“N e A ML=y O _— R AP wipaeinil =

Sait (A, ]l |]) une algdbre normée,
Pour tout n € N*, xy,..., 3, € A, |1y X oo X 2,|| < |l23]]- |20 . - ed
En particulier, pour tout n € N* et z € A, ||2"| < ||]|". |

5) Distance associ¢e & une norme

On considere (E, || |]) un K-espace vectoriel normé.

(Définition 6 (Distance). } e

e Sait x,y deux vecteurs de E. On appelle distance de x A y, notée d(r,y) le réel positif d(z,y) = ||x - y||.
Ex E — Rt

(xv y) e d(Z, y) = ”z gl !I” J

« On appelle distance sur E, associte A la norme I’application d :

f-(ﬂmnrquc 4 (Propriétés d'une distance). |- : , - —.
Solent z,y,z € E,

e Séparation : d(x,y) =0 4=z =y.

e Symétrie : d(z,y) = d(y, ).

e Incgalité triangulaire : d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

e Invariance par translation : d(x + z,y + z) = d(z,y).

r(ﬁ‘.ﬂnition 7 (Distance d'un point A une part% : : ‘ : —
Soit A une partie de E et = un vecteur de E, on appelle distance de z &' A, notée d(z, A) le réel positif "

d(zx,A) = 222 d(z,a) = .:2& |z — al| ‘ i

\ : )

Dans R, ‘ (
cd(-3,N)=3=1-1-0,d(-3,2) = =|- } - (-1)

- 2] si z€[z,[1] + 1]
[£]+1-z & z€[[z]+ 3, [x)+1]

e Pour tout z € R,d(z,Z) = { ,carVz € R, [z] <z < [z] + 1 ou [z] est la partie entidre

de z.

e Pour tout = € R, d(z,Q) =0

En effet, comme Q est dense dans R, alors par la caractérisation séquentielle de la densité il existe (ra)nen une suite de nombres
rationnels qui converge vers z, alors Vn € N, 0 < d(z,Q) = mf |:r —a| <z - r,,l (

Par passage A la limite, on en déduit qued(z,Q)=0 3 ‘ |

|

Remarque 5.

e On dit que la distance de = A A est atteinte s'il existe ag € A tel que d(z, A) = d(z,ap) = ||z — ay]].

e En général la distance de z A A n’est pas atteinte, comme le montre | exemple suivant : d(0,]1,2[) =1

et Ya €]1,2[,d(0,a) =|la=0|=a> 1.

* Onaz € A= d(z,A) et en général I'implication indirecte cst fausse, comme le montre les m(omplos suivants :

d(0,]0,1[) =0 et 0 ¢]0,1] et d(v2,Q) = 0 ct V2 ¢ Q.

6) Normes équivalentes

Définition 8 (Normes équimlentm).}
Saient N, et N2 deux normes sur E, on dit que N est équivalente & Nz s'il existe deux constantes «, 8 > 0 tel que

Vz € E, aNy(z) £ N2(z) < BN (7)

On note N} ~ Nj.

8/36 - -~
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Remarque 6. 'ﬁ
(~ est une relation d'équivalence sur I'ensemble des normes de E.

Exercice 5.

o' Montrer que pour tout X € K™, [|X||x < [IX]l < v/n|IX]l: < 5| X[|<.

@ En déduire que deux normes quelconques de || [l1, || [lz et || |l sont équivalentes sur K™.
Solution

d Soit X = (z1,...,Za) € K", on rappelle que

>4 i
n -

IXTh =3 l=al | X112 = z_:'lnl) X1l = max [zl

k=1

o Il existe ko € [1,n], tel que || X[| = max |r..|-|r..|<L|z.,|— b & I

L=1

e Par application de I'inégalité de Caudry Sdtmu, on a T

ﬂxllx—Zhhl lelnl< |):l"JZIIhI’-sz\(:

k=1 l?l

e Vil X la=vA 2 lzal® < v Z(l X llee)? = Vi./n(l X =)? =11 X [

k=1 k=1
on en déduit que pour tout X € K™, || X|lee < [IX]x £ v7lIX]lz < n]|X]|e-
: 1Xllee < 11X]lz < nll Xl
D'apris la question précident, pour tout X € K™, { —=|IX[lw < [IX]lz £ V|l X1l=
Z=l1X[h £ [1X1l2 < VAl X1l
Alors deux normes quelconques de || [ls, || [lz et || [l sont équivalentes sur K™ 3

~(Théoréme 2.}

I En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. [

Exemple Toutes les normes sont équivalentes sur K, M, ,(K) et K, [X]. &

o) |
kRanarquc 7 (.\ll'tbodob

En dimension infinie, pour établir que deux normes Ny et N; ne sont pas équivalenses str E, on cherthe ume stite (1, )aen
d'ééments de E telle que

'\.l‘x-) —_ o 4\’]‘!..) Y
Ni(z,) m—=eme Nylz,) mesx e

Exemple Les normes || |1, 1] |2 et || ||x ne sont pas équivalentes sur £ = C([0.1.R) @

Solution

onmmumdnranmu.).amwwem a0 = o

Onnllluﬂx=/° u.u>:d:=L Cdt = — el fali= /l/.w,'d: / v dane § fu br= /5y
[ fo l= max (fal0)] = sz =1

Comme |/t =350 — o {fl=cly — o ffift="nly — 0

Aloruhnmmwsqrhnpncbll N 1l Hzet]] |l ne sont pas équivalentes sur £ = C([0.1],R) &

7) Boules
On considére (E,!! [|) un espacr vectoriel pormés

Scanned with

i & CamScanner’;


https://v3.camscanner.com/user/download

r@ﬂn‘:tion 9 (Boules ouvertes, fermées et sphéms)ﬂ

Lorsque r = 1, on parle des boules unités.
@ On appelle sphére de centre a et de rayon r, notée S(a,r) I’ensemble des vecteurs z € E tel que ||z —a|| =r

Soit a € E un vecteur de E et r > 0 un réel strictemepnt positif.
( On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r, notée B(a,r) I'ensemble des vecteurs = € E tel que ||z —a|| < r

Bla,r)={z€E,||z-all<r}

@ On appelle boule fermée de centre a et de rayon r, notée By(a,r) I'ensemble des vecteurs z € E tel que ||z — a|| < r

Bi(a,r)={z€E, [ z-a|<r}

S(a,r)={z€E, ||z-a|=r1}

LN

Remarque 8.

{

By(a,r) = B(a,r)U S(a,r) (B(a,r),S(a,r) est une partition de By(a,r)) et S(a,r) = By(a,r)\ B(a, 7).

Exemples

@ Dans (R,| |),poura€Retr>0,0na Bla,r)=la—r,a+r|, Bsla,r)=[a-r,a+7], S(a,r)={a-r,a+r}.

@ Dans (C,| [), pour z € C et r >0, on a B(z,r) = D(z,r) = Le disque ouvert de centre = et de rayon r,
By(z,r) = Dy(z,r) = Le disque fermé de centre z et de rayon r, et S(z,r) = C(z,7) le cercle de centre = et de rayon r.

@ Boules unités fermées de R2.

(. )l = |z] + |yl

1X]l2 = V22 + y?

Iz, ¥)lleo = max(|z|, yl)

B/((0.0),1) = {(z,y) € R%, [z] + |y <1}

B;((0,0,) ={(z,y) €R?, =7 +y" < 1}

B;((0.0),1) = {(z.y) €R%, [z W[ <

Boule unité fermée de (R?|| ||;)

oS Y
P B
-~

- I

|l‘) K
.ts";;

Boule unité fermée de (R%,]| |2)

v

Boule unité fermée de (R?|] ||)

ercice 6 (Boules de I'espace produit)

Soit (Ey, Ny),...,(Ep, N,) des K-espaces vectoriels normés, on munit E = H E; de la norme produit N.

1<i<p
Soit a = (ay,...,a,) € E et r > 0. Montrer que B(a,r) = H B(aj,r)
1<i<p
Solution
Soit z = (z1,...,xp) € E, alors £ — a = (21 — @1,...,Tp — ap).
z € Bla,r) <> N(z-a)<r
<= max Nij(zi—a;)<r
0<i<p
< Vie[lL,p], Ni(zi-a;)) <~
<~ Vie lls ]l zi € B(O,‘.r)
= I= (zly"‘izp) € H B(a"r)

1<i<p

Dn en déduit alors que B(a,r) = [][ Blai,r)

1<i<p

[
-

oit N; et N3) deux normes sur E.

xercice 7 (Boules et normes équivalentes)

* Soit r > 0, montrer que Vz € E, N2(z) < rNy(z) <= By.n,(0,1) C By,n,(0,7)

10/36
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avec By n,(0,1) est la boule fermée unité de (E Ny) et BI,N,(O r) est la boule fermée de centre 0 et de rayon r de (E,V)).
@ Montrer que N} et Nj sont équivalentes si, et sculement si 1a boule fermée unité de (E, Ny) (resp. (E, N3)) est inclus dans
une boule fermée de centre 0 de (E, N7) (resp. (I‘ N2)). '

rﬁéﬂnltlon 10 (Parties com'(':a:s).J ;

Une partie A de E est dite convexe si pour tout z,y € Aet A€ [0,1], (1 = Az + Ay € A.
Autrement dit, pour tout x,y € A, le segment reliant z et y est inclus dans A.

partie convexe | partie non convexe

! J
(Proposition 4.) ' ’ o gy

Les boules ouvertes et fermées sont des parties convexes.

Remarque 9.
Les sphéres ne sont pas convexces.

Preuve : Sait (a,r) € Ex|0,+00[ et u un vecteur unitaire, on pose z = a+ ru € S(e,r) et y = a—ru € S(a,r),
pour A = 1, (1= A)x + Ay = a ¢ S(a,r), donc S(a, r) n'est pas convexe

Exercice 8 (L'ensemble des matrices stochastiques est un convexe)
Soit A = (a,3)1<is<p € Mp(R).
Vi,j € [1,p] a._,>0
On dit que A cst stochastique si vie [1,p) an y
=1
On note S, 1'ensemble des matrices stochastiques de M, (R).
Montrer que S, est un convexe My (R).

Solution

SOit A= (Q'J)lstjfl" B = (b-J)lleSr € Sp et A€ [0, 1]. a-t-on (l - A)A + AB € S,,
Ona (l - A)A +AB=((1- 4\)0.‘1 + Ab‘J‘)'S"JSP

Soit 1,5 € [1,p], (1 —Aa;;+Ab,; 20

Soit i € [1,p], Z((l = Nai; +Ab, ;) = (1 —A)Za.J+AZb,) =(1-N)x1+Ax1=1
=1 j=1 7=1
Donc (1-A)JA+ABeS, &
8) DBornitude
On considére (E, || ||) un espace vectoriel normé.

Définition 11 (Parties bornées). }
L Une partie A de E est dite bornée s'il existe une constante positive M > 0 telle que Va € A, || a [|< M.

I

Remarque 10 (Bornitude et boulm).}

e Les boules et les sphéres sont des parties bornées.
e A est bornée <= A est inclus dans une boule fermée (ou ouverte ).

@roposition 5 (Invariance par des narmes éqlﬁ\zdmtcs).'
Soit N; et N3 deux normes équivalentes sur E et A une partie de E, alors

A est barée pour N} <= A est bornée pour N,

En particulier, en dimension finie, A étre bornée ne dépend pas de 1a norme chaisie.

= 3 o 11/36
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Preuve ; Comme Ny et N, sont équivalentes, alors il existe deux constantes a, 8 > 0 tel queVz € E, aN(z) < Na(z) < fN(z)
Danc

Aest bomée pour Ny +=> 3M >0,Ya€ A, Ni(a) < M /
—s 3N >0,Ya€ A Ny(a) < 3M A a0
=> 3M >0,Ya€ A Ny(a) <M (M =pgM20)

=> A est bornée pour N;
L'implication indirecte est similaire 2 la préctdente &

| Propaosition 6 (Méthode pour démontrer une partie non bornée) ] - -
Une partie A de E n'est pas bornée <= il existe une suite (r,)nex d'ééments de A telle que ||z,.|lx — +00

n-»$oo

Exemples
4 Dans R?,
e A= {(I. V) € szos v S l) est lm, can(-t.y) € Ao “ (Z,y) "ac= m:n’(lz],lyl) = ma.x(:r,y) =Yy S 1.

e B = {(r,y) € R?,zy < 1} n'est pas bornée, car (1, )nex = ((n,0))aen est une suite d’éléments de B et ||yl = n o TO0-
Géométriquement, la courbe d'équation y = L divise Je plan en trois partics non bornées et disjointes A, B et C.

v

[}

C = {(z,y) e R* xR*, zy > 1}
\

B={(z,y) € R’,zt{ < l}\\\\
X

i

A={(z,y) ER" xR“,ry>“1}

Dans M,(R).
[e groupe orthogonal O,(R) = {M € M,(R), MM = I,} est bomée, car YA € Op(R), [| M [|loo= /Tr(*MAM) = /b < /P
rstante, ne dépend pas de la matrice M.

~= groupe spéeizal lintaire SL,(R) = {M € M,(R), det(M) = 1} n'est pas bornée, pour tout n € N, on pase M, = I, + nkE, ,,
= det(M,) = 1 (car M, est une matrice triangulaire supérieure de diagonale formée par des 1), donc (M,)nen est une suite

. S 12/36
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lsin=0
‘¢Jements de SLy(R) et No(M) = 5] = max(l,n) = ey
d'éléments ¢ p(R) = (M) T In sl = max(1,n) {" S0 e +00

o N, L'ensemble des matriors nilpotentes de M, (R) n'est pas bornée. pour tout n € N, on pose M, = nE);,
ona .113 = n?E) pE1p = n?8, 1 E1» = 0, donc (Ma)ncn st une suite d'éléments de A, et Noo (M) = ma.x |17x.J[ = S diog

{D( ‘finition 12 (applications bom(m).}
(Unc application f : X — E définie sur un ensemble X A valeurs dans I’ mpam vectoricl normé (E, || |]) est bornée s’d

existe M > 0 telle que Vz € X, ||f(z)]] < M.
Autrement dit f est bomnée si, et seulement si, 1a partie f(.X) de E est bornée.
On note 5(.Y, £) 'ensemble des applications bornées sur X A valeurs dansE. ‘ J

(
R — M;(R)
Exemple L'application f: | (cos(x) —sin(z)) est bornée.
e sin(z)  cos(z)
I (oos(::) -sin(z))

sm(z) cus(z)

= ‘/cosz(x) + sin’(z) + (- sin(z))? + cos?(z) = V2

En cffet pour tout z € R, || f(z) ||2=

‘ Proposition 7. |

B(X, E) est un K-espace vectoriel normé par ||| = mPllf(f)”

—(Définition 13 (Suites bonées).}
Un suite (z,)nen d’éléments de E cst dite bornée s'il existe M > 0 telle que ¥Vn € N, ||z,]| < M. l
On note (= (N, E) 'ensemble des suites bornées d’éléments de E. J

Proposition 8.

(M, E) est un K-espace vectoriel normé par [|(zn)nenllo = mgllz..ll,
ne

II) Suites dans un espace vectoriel normé

On considére (E, || ||) un K-espace vectoriel normé.

1) Suites convergentes

r{Déﬂnition 14 (suites commgaxte&}
Sait (Zn)nen une stite d'éléments de E et £ € E, on dit que la suite (z,)nen converge vers { si la suite réelle positive

(|lzn = €]]),ex converge vers 0. l
Le vecteur £ est unique et appelé la limite de la suite (z,)ncx €t on note £ = limz,, ou z, PR & ‘
J

Exemple On considére P'espace vectoriel E = €([0,1],R), normé par || [|1 et (fa)nen- la suite de fonctions définie par

'l' l’l‘ = 1|
vt € (0,1}, fa(t) {0' sit€]l,l]
v
‘\\c,.
* I
o L1 1
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1 1 1 1
Pour tout n > 1, || /xl[s =/o lfn(t)ldt=/; f.,(t)dt=/f fn(t)dt-Q-[L f,.(:)dz:/"(-ncﬂ)dz: [—n:—2+t] =‘2—1n;
A 0 3

N

0

=0
Donc || fu = 0||x s 0 ainsi (f,)nen- converge vers la fonction nulle dans (E, || |[[;)-
Remarquons que. pour tout n > 1, [|falleo = S\‘lp Ifa(8)] = Fup falty =1 0, donc (fa)nen- ne converge pas vers la
1] te(0,1]

fonction nulle dans (E, || ||«). (elle est divergente dans (E,|| ||x)) &

On conclut que la convergence d'une suite d’éléments d’un espace vectoriel normé E, dépend de la norme choisie sur E, cependant
on a le résultat suivant :

| Proposition 9 (Invariance par des normes é:mi\'a]cntes).]
Soit Ny et N2 deux normes équivalentes sur E et (z,)nex une suite d’éléments et £ € E, alors

(zn)nen converge vers £ pour Ny <=> (z.)nen converge vers £ pour N,

En particulier, en dimension finie, la convergence d’une suite ne dépend pas de 1a norme choisie.

Preuve ; Comme N et N3 sont équivalentes, alors il existe deux constantes a, 8 > 0 tel que Vz € E, aN;(z) < Ng(.r) < BNi(x).
Pour tout n € N, aNy(x, =€) < Ny(zp—€) < BNy (25— ), donc 0 < Na(zp,—£) < BN1(zn— ) et 0 < Ni(zp— ) < ;4\2(1,, —9{)
En appliquant, le théoréme de gendarmes dans R, on en déduit le résultat annoncé &

ﬁ'oposition 1@

Toute suite convergente est bornée.

(lTrOposition 11 (Opérations algébriquos).] 2 T P T Yo RS, P Lo

Saient (Tn)nen €t (¥n)nen deux suites d'éléments de E et £,£ € E. ;
®Sir, — fety, — [',alorsVa,ﬁeK, az, + Byn — al+pL.
n—+oc n—++oo n—+oo

@SiAn — Aetz, — L alors Apxn —> ALol (An)nen € KN et A € K,
n—+oo n—+oo n-%+ o0

@ Si de plus (&, +, x,.) est une K-algebre normée, alors z,, ottt € =z, X yn = Ex ¥

ﬁoposition 12 (Caractérisation en dimension ﬁnie).) -
On suppose que £ est de dimension finie p et (e, ...,€p) une base de E.
Soit (z,)nen une suite d’élémcnts de F et l €E.

On écrit Vn e N, z,, = Zag néx ct £ = kaeL Alors
k=1 k=1

(Zn)nen converge vers £ <=> Yk € [1,p], (Qk.n)nen converge vers £x

Dans ce cas,

r
lim z,= E m agn|ex
n-+t o0 =1 n-++400

,@pphcntxon 1 (Convergence dans M,, ,,,(K)) - =)
Soit (An)nen une suite de matrices de M, 4(K) ct A € My ,4(K).

On note A, (ﬂ,‘, )1<.<,. et A= (a;;)1<i<p (a ) désigne le coefficient d'indice (i, j) de la matrice A,). Alors
<i<q 1<5<9

(An)ncn converge vers A <= V(i,j) € [1,p] x [1,4], (ﬂg;))ngN converge vers a; j

Dans ce cas,

" lim A, = (lun a("))
n-4+o0o 1<:i<p

l 1<3<q
)
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: » % nsin ((1) 0 1
Exemple A""(—l mctan(n)) n::’mA—__("l _).@

~in

(Proposition 13 (Convergence dans |'espace produit)q - , ’ \Riitod
Soient Ey, ..., E, des K-espace vectoriel normé, on munit E = E; x ... x E, de la norme produit.

Soit (Zn)nen une suite d’¢léments de E et € € E.

On éerit Vn € N, 7, = (a0 @pn) et £ = (£,...,¢,). Alors

(Tn)nen converge vers £ <= Vk € [1,p], (ain)nexn converge vers {x
Dans ce cas,

hm Tl ( lim ap,..., lim a,,,.)
n“' o0 n—+% nes+0

Exemple 1, = (nsin (1) ,arctan(n)) —» €= (1,3). 8

2) Suites extraites et valeurs d’adhérences

~{Définition 15 (Suite extraitc).) —
Soit (Zn)aen une suite d’éléments de E, on appelle sous suite (ou suite extraite) de (zn)nen toute suite de la forme
(T¢(n))nen avec ¢ : N — N une application strictement croissante.

{ J
~ Remarque 11. }

@ Soit ¢z : N — N une application strictement craissante, alors ¥n € N, o(n) 2 n. j
@ Soient i, v : N — N deux applications strictement croissantes, alors ' ‘

(Za)nex

(I\;(n))n€N H (I;N(n)))n(N

(Proposition 14.) 2 it : B
Sait (Z)nen une suite d'éléments de E qui converge vers { € E, alors toutes suites extraites de (z,)nen converge vers £.

Exercice 9 (Suites périodiques)
Soit p € N* et (Zn)aen une suite p-périodique d’éléments de E (Vn € N, Zpsp = 7,,)
Montrer que (Tn)nen €St convergente <=> (In)aen €st constante.

Saolution
L'implication indirecte est triviale, montrons I'autre implication.
Supposons que (Za)nex converge vers £.
N— N
n— pn+m

D'autre part, comme (-”)nth est P-p('DOdlfm(’, alers¥n € N, To(n) ""rp nem = Tm ':? I

Alors, par unicité de la limite, on en déduit que Ym € N, z, = £, ainsi (zn)nex est constante

Soit m € N, I'applications ¢ : est strictement croissante, donc la sous suite (Z;(n))nen oomverge vers £.

(Corollaim 1 (Méthode pour démontrer qu'une suite est divergente). |
Pour démontrer qu’une suite (z,)nen d’éléments de E est divergente, on cherche :
1. une sous suite divergente de (T, )nex.
ou
2. deux sous suites de (Z,)nen qui convergent vers des limites différentes.

Exemple La suite (2,)nen définie par z,, = (—1)" est divergente, car 72, n_’—'; let Ian-lvn_’—;"m -1.8

. —~ 15/36
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(Proposition 15.)
Soit (Zn)nen Une suite d’éléments de E et ¢ € E, alors

(n)nen converge vers £ <= (T2n)nex €t (T2n+1)nen convergent vers €

Exercice 10 (Séries alternées)
Soit (an)nen une suite réelle positive décroissante et converge vers 0.

Montrer que la série Z(—l)"a,. est convergente.
n>0

{Définition 16 (Valeurs d’adhérence).) ' .

Soit (x,)nen une suite d'éléments de E et £ € E, on dit que £ est une valeur d’adhérence de (z,)nen s'il existe une sous |
suite (I;(n))ncn qui converge vers £.

(P—roposition 16.]

(M Toute suite convergente admet une et une seule valeur d’adhérence.
@ Toute suite ayant au moins deux valeurs d’adhérence est divergente.
@ Toute suite n’ayant pas de valeur d’adhérence est divergente.

,—{Rmnarque 1 B—

En général, une suite admet une seule valeur d’adhérence n'cst pas nécessairement convergente, comme la montre 'exemple

suivent : La suite réelle (z,)nen définie par zo, = net 22,41 = ;}; est divergente, car la sous suite (Z2»)nen cst divergente
L et admet 0 comme seule valeur d’adhérence.

~

f-(Théoréme 3 (De Bolzano-Wei crstns)J

De toute suite bornée d'un K-espace vectoriel de dimension finie E, on peut extraire une sous suite convergente dans E.

Autrement dit : toute suite bornée d’un X-espace vectoriel de dimension finie £, admet au moins une valeur d’adhérence
L dans E.

G,

Remarque I:B

En général le théoréme de Bolzano-Weierstrass n’est pas valable en dimension infinie, comme le montre I'exercice suivant :

Exercice 11

On considére I'espace vectoriel E = C([0,7],C) normé par || || et (fa)nen une suite d'éléments de E définie par
vt € [0,7), fa(t) = €.

@ Soit n,m € N tel que n # m, déterminer || fall= €t [|fn = finll<-

@ En déduire que (fn)nen est bornée et n’a pas de valeur d’adhérence.

Solution
® Soit n,m € N tel que n # m,
e Pour tout t € [0,7], [fa(t)] = |¢"™] = 1, alors || fulloo = 1.

o Pour tout ¢ € [0, 7], fa(t) = fim(t) = €t — ™ = =571 (157 — ¢ 71571 ) = 757 x 2isin (232t)
tcfo,x]
(atteint en m € [0 17])

5= x 2isin (n- mt)l = sup 2|sin (n == mt)l =2 AL =
2 t€(0,x]) 2

@ Comme pour tout n € N, ||fa|leoc = 1, alors (fn)aen st bornée.

Suppaosons que (fn)nen admet une valeur d’adhérence f € E, alors il existe o : N — N strictement croissante telle que (f‘,(n)),,e\
converge vers f.

D’aprés la question précédente, Vn € N, (#) [|f(n) — fe(ninlleo = 2, car p(n +1) # w(n).

En faisant tendre n vers +oco dans (»), on en déduit que 0= |[f — f IIm =2ce qm est impossible ®

Donc || fn = fimllo = SuP lfn(t) = fm(t)l = sup

e » ] __16/36 g
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e Ja,+o0[ est un ouvert de R.
En cffet : soit x €]a, +o0f, pour r =1 -a, |z = r,z 4 r[c|a, +o0|.
Plus généralement, tout intervalle ouvert est un ouvert de R.

(Froposiﬁon IOJ
® o et E sont des ouverts de E.

@ Une réunion quelconque d’ouverts de E cst un ouvert de E.
@ Une intersection finie d’ouverts de E est un ouvert de E.

Exemple |0, 1{U]2, +00 est un ouvert de R. ® ‘ e

Remarque 18.

Une intersection quoloonquo d’ouverts de E n'est pas nécessairement un ouvert de E, comme le montre ’exemple sm\'ant
E=R,Yn21,0, =] -, %[ cst un ouvert de R et (] O, = {0} n'est pa un ouvert de R.

n>1

(Froposition 20 (produit fini d‘om-ensﬂ
Soit Ey, ..., B, des K-espaces vectoriels normés.

4 »
Si Oy, ..., Oy des ouverts respectifs de Ey, ..., Ep, alors H Oy est un ouvert de H Ey. muni de la norme produit.
k=1 k=1

Exemple ]0,1[x]2,+o0] et |0, 1[* sont des ouverts de R?. &

ﬁ'oposition 213

Les boules ouvertes de E sont des ouverts de E e - - S—

Preuve : Soit a € E et R > 0, montrons que B(a, R) est un ouvert de E.

Soit r € B(a,r) et r = R — ||a — z|| (voir la figure ci-dessous). a-t-on B(z,r) C B(a, R). |
Soit z € B(z,r), e - ' ‘ -
Onallz=dl|=|[(z=2z) +(z—a)|| < ||z —z|| + ||z — a|]| < 7 + ||z — a|| = R, donc z € B(a, R).

B(z,r) C B(a,R) = r < R—d(a,7)

3) Fermés

(Définition 22 (Fermés).) 2 ,
Soit F une partie de E. On dit que F est un fermé de E si son complémentaire CZ est un ouvert de E. T
J
‘ e - i - 19/36 ' : o £ e =
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Solution = 1 1 1 1
@ Soit 1 > - = (P = m == max” — =
Soit n,m € N tel que m 2 n, ||Pn — P,||x I k_z““ mk, n«)llns'll)-(}’.mlk' ?ﬂ';'lﬁgm K (n+1)!
o o0 .
@ Soit € > 0. Comme {3y =7 9valors il existe N €N tel que Vn > N, -(,,—4,—)/.< € P
Sait (m,n) € N?, tel que m 22A > N, ||Pm — Pyl = gy < € Donc (Pa)xén est une suite de C uchy.

@ Par absurde, supposons/que (Pn)nex est cofivergence dans E, alors il eP= Za;X}efE tel que (Pn)nen converge vers

>3
/

- ay 10<k<r
Pour tout n > 1P, — P = )X" E _\vl z Xk e L. ag st
L i 2\ “ & Ouﬁk B sSr+1sksn

Donc Ilﬁ. -

Pllcc = ma =% +}),, d ou Vn > r,[|P, — Pllm > fo')"’ comme r est oonctant ne dépend pas de

0<
n, alors par passage ¥1a lxmxte on en déduit que 0 > ﬁ; ce qui est absurde, donc la suite (P )neh (51. divergente.
Comme (Pn)nex une suite de Cauchy d’élément de E et divergente, alors (R[X], || [|oo) M’est pas complet &

III) Eléments de topologie

On considére (E, || ||) un K-espace vectoriel normé.

1) Voisinages

(—(Rﬁnition 19 (misinag(s)jJ
Soit V une partie de E et r € E. On dit que V est un voisinage de r s'il existe r > 0 tel que B(z,r) C V.
On note Vg(z) I'ensemble des voisinage de r dans E.

K

f—@,exnarque 16.}
e Vg(z) # 9, car E € Vg(z).

e Si NV} et N, deux normes équivalentes sur E, alars V est un voisinage de r pour N} <= V est un voisinage de z pour
Na.

Exemples

® ]0,1] est un voisinage de 1 car |1 — 1,1 + 1[=]1, 2(c]o,1].

@ ]0, 1] n’est pas un voisinage de 1 car ¥r > 0, |1 — r, 1+ r[Z]0, 1].

Définition 20 (Voisinages de +oc et -ooE
Soit V une partie de R, on dit que V est un voisinage de +oc (resp. +0c) s7il existe @ € R tel que Ja, +oo[C V (nsp.ﬁ‘

] — c0,a[C V)

Exemple (1,400 et ]1,+oc| sont des voisinage de +oc. &

2) Ouverts

~(Définition 21 (Ouverts).}
Sait O une partie de E. On dit que O est un ouvert de E si ¥x € O, 3r > 0 tel que B(z,r) C O.

r—(ﬁemarque 17 }

e O est un ouvert de E <= O est un voisinage de chacun de ses points.
e Si N} et N> deux normes équivalentes sur E, alors O est un ouvert pour N7 <= O est un ouvert pour Na.

Exemples

Soit a,b ER tel que a < b,

e ]a, b| est un ouvert de R.

En effet : soit z €]a, b[, pour r = min(z — a,b - z) , |r — r,z + r[C|a, b

; e T e 2 718/36 5 -} T T AR S
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e |a, +oo| est un ouvert de R.
En cffet : soit z €]a, +oo, pour r =r—a, |z = r,r + r|Cla, +oc|.
Plus généralement, tout intervalle ouvert est un ouvert de R.

G’roposition 19.)

© © et E sont des ouverts de E.
@ Une réunion quelconque d'ouverts de E est un ouvert de E.
@ Une intersection finie d'ouverts de E est un ouvert de E.

Exemple  |0,1{U]2, +0c| est un ouvert de R.

Al
\Remnrquc 18.}

Une intersection quelconque d’ouverts de E n'est pas nécessairement un ouvert de £, comme le montre l'exemple suivant :
E=R,¥n2>1,0,=]-1 Llestun ouvert de R et (] On = {0} n'est pa un ouvert de R.

n>1

Eroposition 20 (produit fini d'ouven.s).]
Soit E),..., Ep des K-espaces vectoriels normés.

P P
Si 0y, ..., 0, des ouverts respectifs de Ey, ..., Ep, alors H O; cst un ouvert de H Ex muni de la norme produit.
k=1 k=1

Exemple ]0,1[x]2,+0oc| et ]0,1[? sont des ouverts de R?. &

(ﬁoposition 21.)
Les boules ouvertes de E sont des ouverts de E

Preuve : Soit a € E et R > 0, montrons ue B(a, R) est un ouvert de E.
Soit = € B(a,r) et r = R — ||a — z]| (voir la figure ci-dessous). a-t-on B(z,r) C B(a, R). : _— B
Soit = € B(z,r), N

Onallz—a|l=||(z=2z)+(z—a)ll < |lz—z|| + ||z —a]| <7 + ||z - ]| = R, donc z € B(a, R).

|
-~
>

d(y)/
il

a R

B(z,r) C B(a,R) = r < R-d(a,7)

3) Fermés

ﬁ)éﬂnition 22 (Fcrm('s).}
Soit F une partie de E. On dit que F est un fermé de E si son complémentaire CZ est un ouvert de E.

Lo
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Exercice 13 (L'ensemble des matrices stochastiques est unconvexe) o0 el :
Soit A = (aijh<i,s<p € Mp(R). ' =g > |

" V‘)J e ‘I,P] ﬂ._, > 0 - - — S, -_,)
On dnt que A est stod\aanue si Vi € [1, ] Z“m -1
=1 ! J 11~
On note S, I'ensemble des matrices stochastiques de My(R). :
Montrer que S, est un fermé M, (R). ‘ ; .
Solution e By I
Montrons que S, est un fermé M, (R) par la caractérisation séquentielle.
Soit (An)nen une suite d’éléments de'S;, qui converge vers A = (ai;)1<i,j<p € Mp(R).
Vi, j €[1,p] a(") >0
. — (oM ;
Pour tout n € N, on écrit An = (0, )1<1,j<p, cOMme A € Sp, alors (#) {y; ¢ (1.5 Z"-J L
=1
Puisque (A4, )nen converge vers A, alors pour tout i,j € [1,p], (af:‘,))nen converge vers a; ; (dans R). s
vi,je[1,p] aij =0 o
. s )4
En faisant tendre n vers +oo, dans (x), on en déduit que l“ €17 Z“na‘ SRR donc AES, ®
=1 Vs
@oposntmn 2.:)
Tout sous espace vectoriel de dimension finie d’un espace vectoriel normé de dimension quelconque est un fermé. :
EXemples e T T g T EiSi ' B s '
e R,[X] est un fermé de R[X]. ) i o e
o L’espace des matrices diagonales (resp. symétriques, antisymétriques) de M, (R) est un fermé de M ,,(R) ‘
4) Intérieur — — A i L g il S R P T i R e el
r—(Déﬁnition 23 (Intérieur d'une partic).] : 5
Soit A une partie E et = € E.
On dit que z est intéricur & A s'il existe r >0, B(r,r) C A |
On note A Pensemble des points intérieurs A A. }
zEN= 3r>0, B(r,r) C A , |
L =)

@’roposition 26 (propriétés de I’intérieur).)
Soit A et B deux partics de E, alors

] ,ZC A.

@®ACB= :1C )3

@ :1 cst un ouvert de E

@,Zl= A <= A cst un ouvert de E.

® A=A
o
@ A le plus grand ouvert contenu dans A.

Exemple ]0,1]=]0, 1[ et [2, +oo[=]2, +o0[ &

(f’roposition 2ﬂ
Soit a € Eetr>0.
® B(a,r)= B(a,r).
@ B/(:x,r)= B(a,r).
® S(a,r)= 2.

;e ; __Li21/38
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Exercice 14
Soit E un K-espace vectoriel et F un sous espace vectoriel de E, Montrer que F# @ <= F=E
Solution

<= Si F = E, on sait que E cst un ouvert de E alors F 'est, d’apres la propriété 4 de la proposmon 24,0n a F- F # e mr
F cst sous espace vcctoncl de E,

= Si F#— o,sonzeF,alorsEir>Otelque B(z,r) C F. \ ) ; g
SoityeEtelmxcy#z,posons:=1'+mv—'_—;n(y—z)

Ona||z—z|| = § < r,alors z € B(z,r),donc z € F, comme y = (2 L ):+
vectoriel de E, alors y € F,doncVy € E, y € F,alors E=F.

oD:mSR,6= .

e Dans M, (R), D,,?R): @ ol D,(R) I'algébre des matrices diagonales ®

(léﬂlfr;‘-u)z,.z,zeFetFetuﬁsouss;i?ce

5) Adhérence . 3¢ cuiiinh: 50

(-(Déﬁnition 24 (Adhérence d’une partie).} :
Soit A une partie E et z € E.

On dit que = est adhérent A AsiVr >0, B(z,r)NA# 92
On note A ’ensemble des points adhérents 3 A.

[red<=Vr>0, Bz,r)na#o| : . 2]
L g - e % SR ¥ Sty e . var 4
: , : A=
(Proposition 28j @) - T i
Soit A une partnc de E, alors e, |
ocg—cg. ) ; L LE e Scpe ol )
@ 63A= CE'

En utilisant la propaosition précédente et la propasition 25, on en déduit la :

@oposition 29 (propriétés de ’adhérence ).J
Soit A et B deux parties de E, alors

® ACA.

@ACcB=ACB.

@ A est un fermé de E

@ A= A<= Aestun fermé de E.

® A=A

® A le plus petit fermé qui contient A.

Exemple [0,1] = [0,1] et ]2, +o0o[ = [2,+0c0[. &

@oposition m

Soita€ Eetr>0.

® B(a,r) = By(a,r). ) :
@ B!(G,T) = Bl(a, T).

@ S(a,r) = S(a,r).

(ﬁoposition 31 (Caractérisation séquentielle de l'adhéxmce).]
Soit A une partic de E et = € E, alors

z € A <= 3(zn)nen € AV, une suite d’¢éléments de A qui converge vers T

Exercice 15

Soit E un K-espace vectoriel et F un sous espace vectariel de E,
@ Montrer que F est un sous espace vectoriel de E.
@ Soit H un hyperplan de E. Montrer que H = Hou H = E.

e et : 22/36 o
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Solution Il o919y
@ OnaF#0,car0e FcF. ‘ ! o
Soit z,y€ F et a € K.

Alors il existe (zn)neN €t (yn)nen deux suites d'éléments de F' qui convergent respectivement vers r et y.
Comme F cst un sous espace vectoriel de E, alors (@zn + Yn)nen €5t une suite d'¢léments de F qui conv or;,o vers a.T + e F,
d’ont F cst un sous espace vectoriel de E.

@ Soit H un hyperplan de E. Supposons que H # H ct montrons que H = E. ' ) $ o o
Comme H # H,alors HC H,soitx € H\ H s ¥] 191 NoZ
Puisque H est un hyperplan de E et x ¢ H, alors E = H & vect(z).

Soit z € E, alorsS_;eIIctAGKtelqucz-y+A:,oryCIICH .reHctIIcstunsousmp«wwctoneldcF,alom
zeH,ainsiH=EQ®

o=

G) Fronticre et densité : . ‘ " ati( e

Définition 25 (Frontiére d’une partic)?l)
Soit A une partic de E, on appelle fronti¢re de A, notée Fr(A) définie par

Fr(4) = A\ A Lk
L

Exemple  Fr(]0,1]) = {0,1}, Fr(]0, +o0[) = {0}, Fr(] - o0, +cc) = @ et Fr(Q) =

f-(l’lemaxﬂcme21?J e
@© Fr(A) est un fermé de E. P ]
W‘

@ A, Fr(A) et CZ forment une partition de E.

.

(—{Déﬁnition 26 (Dcns;itl:).JI
Soit A, B deux parties de E.

® On dit que A est dense dans E si A= E. al
| @ Si A C B, on dit que A est dense dans Bsi B C A.

(Proposition 3@ : Jo2y
Soit A une parties de E.

Aestdensedans E <= Ve>0,Vr€E, B(z,e)NA# O
< Ve>0VreEZJa€eA|r—a||l<e

(Proposition 33 (Caractérisation stquenticlle de la densité).) : ke dt T S -~ B T
Soit A une parties de E.

Acst dense dans E <= Vr € E, 3(an)nex une suite d'éléments de E qui convergevers 07

Exemples

memc dans R.

Pour tout z € R, (i%l)nen est une suite d’éléments de Q qui converge vers z.

@ R\ Q est dense dans R. ‘

Pour tout = € R, (110—(,’0:—” +v2 ) est une suite d'éléments de R\ Q qui converge vers z. .

@ Q x Q est dense dans R2.

Pour tout (z,y) € R?, ((ﬁl“o'__’l, 1%‘1))"(“ est une suite d’éléments de Q x Q qui converge vers (z,y).

7) Topologie relative 4 une partie
Soit A une partie de E.

' 23/36 ¥ 10 \pod, eliexiv { ' ’ '
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Définition 27 (Voisinage relative A une partie A) - - 1
Soit z € E. On appelle voisinage de z relative 2 A tout ensemble de la forme V N A avec V un voisinage de z dzms E. ]

Exemple |0, }[ est un voisinage de 0 relative & A =|0,1], car 10,3[=] - 3. 3[NA.®

- — Définition 28 (Ouvert relative & une partie A).} :
On appelle ouvert relative A A tout ensemble de la forme O N A avec O un ouvert de E. ' Hana el z ]

Exemple ]3,1] est un ouvert relative a A —]0 1], car ]2, 1] —]2,2[r1A (maxs ]:, 1] n’est pas un ouvert de R) 8 ﬁ

,—(Remnrque 22.} : — —
Si A est un ouvert de E, alors les ouverts relatives 2 A sont les ouverts de E inclus dans A. i l

 S—

f{Déﬁnition 29 (Fermé relative A une partie m
On appelle fermé relative & A tout ensemble de la forme F N A avec F un fermé de E. | . irecsilingg o

bis r')r

Exemple 0, }] est un fermé relative 2 A =|0, 1], car |0, 1] = [-3, 31 N A. (mais |0, 3] n’est pas un fermé de R)

Remarque 23.} - _l
Si A est un fermé de E, alors les fermés relatives 4 A sont les ouverts de E inclus dans A. " j

IV) Limites et continuités

Soit (E,|| 1), (F, 1l |IF) et (G,]| |l¢) des K-espaces vectoriels normés.

1) Limites ' : ’

f-(D(:ﬁnition 30 (Limite finie d'une fonction en un poinﬂ

Soit A une partiede Eet f: A — Fetac€ Aect L€ F.
On dit que f admet ¢ comme limite en a si
Ve>0,3a>0Vz € A, |[z—a|le<a=||f(z)-{lr <€
Dans ce cas £ est unique et on note ’lin;f(z) ={ ou f(z) =3 L
— T
[Proposition 34 (Méthode pour montrer que xh-l," f(@) = @
Soit A une particde Ect f:A— Fctac Act L€ F. .
) vz eV, |If(z)=llF < g(x) & roizi=ogenT
S'il existe V un voisinage de e relatived A et g: V — R* telle que 4 .. "j( ) (=) 5
lim g(z) =0 HIHOZ
Alors ,ll_l.l: fl@)=t¢
2y
li —_ =
Exemple (:,y)l—on‘(l),o) = v (11554
5 ution
2 0,0
Viz,v) € R\ (OO}, |5 - 0| = SHsklel < el | = 0, done oy
7 - T i 24/86 veraemnare e riv.bar ° : r
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(Proposition 35 (Caractérisation séquentielle de la limi@ - o
Soit A une particde Ect f:A— Feta€Aet (€ F. \

}i_l.r: f(z) = <= pour toute suite (a,)nen d’éléments de A qui converge vers a la suite (f(an))nen converge vers {. ,

Remarque 24 (Méthode pour démontrer de f n’a pas de limite en o)jJ
Pour montrer que f n'admet pas de limite en a, on cherche :

1. (zn)nen une suite d'éléments de A telle que (f(zn))nen diverge.
0u 2. (Zn)nen €t (yn)nen deux suites d’éléments de A telles que (f (1‘,,)),,5-{ et ( J(Yn))nen com'ergent vers des llmttes

différentes. ol
Exemple - f: (z,y) — 7%y n'a pas de limite en (0,0). 8 -~ - = <= “upange "f-;
Solution - - - , — : skt PRI S . S W A
SR =3, 57,5t J0,5)=0 — 0B : e

En utilisant la proposition précédente et les propriétés des suites convergentes, on en déduit les proposition suivantes :’

(Proposition 36 (Opérations algébriquts)j

S(nlAunepartxech(tj,y A— FetacAetf,{ €F.
Q)Slf(:r)——alctg(.r)—»( alors Vo, B € K, a[(z)+ﬂg(r)——)al+ﬂl

‘@ Si r(z)—))ct[(z)-—il alom,,(z)](z)-—n\[mup A——bkct/\CK ' - s ;_Ml !
@ Si de plus (F,+, x,.) est une K-algébre normée, alors f(z) > Let 9(z) '—’( '=>/(J)><9(-r)—"f>’f

ﬁ"roposition 37 (Caractérisation en dimension ﬁnie).] - dedlenid Ll e £'2 5.
-
On suppaose que E est de dimension finie p et (e1,...,ep) une base de E.
Soit Aunepartiede Eet f:A— Fetac Aet (€ F.
|4

P
On écritVz € A, f(z) = Zh(z)ek et = Zl;q. Alors

h=1 k=1

f(z) = L=k €Ll filx) = &
Dans ce cas,

b )= 3~ (1, 465

k=1

galr)  zin(z) 1.0
Erele f"""(-n e ) == (G e

(Proposition 38 (limite d’une fonction 2 valeurs dans un espace produit)a

Soient E\,..., E, des K-espace vectoriel norm¢, on munit E = E) x ... x E, de la norme produit.

Sait A une partiede Eet f:A— Fetac Aetf€ F. '
On écrit Vr € A, [(z) = (fi(2), .-, [p(2)) et £ = (&, ..., (). Alors

f(x) =3 L = Vke[l,pl, fi(z) = £

Dans ce cas,

lim £(z) = (lim fi(2), -, lim f,(2))

Exemple f(z) = (zln(x), 222) — (0,1). 0

25/36 <. ir=roq0T ! b %
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[Proposntxon 39 (Composition des hmltem e - e e e L scri3d o

Soit A une partiede Ectet f: 4 — F, Bunepamechet_; B——+Gtclsquef(A)CB. , AR PR 115
Soita€Aetbe FetleG.

Si lun f(:r) =bet hm g(z:) =, :xlors lim gof(z) = !. - - . e

,—@éﬂnition 31 (Extensions de la notion de limite).}

Soit A unc particde Eet f:A— Fetac€ Aet L€ F. £ il
@ Limite de f(x) lorsque ||z|] tend vers +oc si A n’est pas bornée :
On dit que f admet £ comme limite en e quand ||z|| tend vers +o0 si

J Ve>0,3a>0,Vz € A, ||z]le > a=[|f(z) - {|r <€ Y
te i =5 : ' S
On note e f(z)=¢ ; .

@ Limite de f(z) lorsque z tend vers +co ou —oo si A est une partie de K : :
On dit que f admet £ comme limite en a quand z tend vers +00 (resp. —oo) 'si ! vy 10

Ve>0,3a>0Vze A s> a(resp.z < —a) = ||f(z) - {llr <e€

On note ;ETM f(z) = £ (resp. xlir_nw flz)=¥§

@ Limite infinie de f(r) en un point adhérent a A lorsque F =R :
On dit que f admet +oco (resp. —oo) comme limite en a si T T
VB >0,3a >0,V € A, ||z —a|| <g a = f(z) > B (resp. f(z) < —8)

On note }l.!“l’}‘ f(z) = +oo (resp. P_ra f(z) = —o0)

.

1 1
Exemple Soit a € S(0g,1), lim T = +ooet lim 05 'R
z€B(0,1) © T [1=Il ”Ca,w o= ||z||

2) Continuités

f-(Déﬁnition 32 (Continuité d'une fonction en un point).} reoy ]
Soit A unepartiede Ect f: A— Feta€ A
« On dit que f est continue en a si lim f(z) = f(a) Autrement dit : N7 S n

X

Ve>0,3a>0,Vr € A, |lr—dllg < a = ||f(z) - f(a)llr.<€

e On dit que f est continue sur A si f est continue en tout point de A.

e On note C(A, F) 'ensemble des fonctions continues sur A A valeurs dans F. : ; T—

@roposition 40 (Caractérisation séquentielle de la mntinuit(z).]
Soit A une particde Ect f: A— Feta€ A.

s

f est continue en a <= pour toute stite (a,)ncn d’éléments de A qui converge vers a la suite (f(an))nen converge vers f(a)

R? — R
Exemple f: (Egis ;:%1 Si (z,y) # (0,0) n’est pas continue en (0,0). B
0 si (z,y) = (0,0)
Solution _ 5
Ona (L) —» 00 maisf(LY)=3 — 1#0=/0,08

En utilisant les propriétés de la limite d’une fonction en un point, on en déduit les propasition suivantes :

A : . 26/36
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(Propositlml 41 (Opérations nlgéhriqum)J - S T Lan bhinldincgo
Soit A une partiede Eet f,g: A — Feta€ A ' i
(M Si f et g sont continues en a (resp. sur A), alors Va,B € K, af + ﬁg est continue en a (resp. sur A).

@ Si p et f sont continues en a (resp. sur A), alors ¢ x f est continue en a (resp. sur A). (p: A — K).

@ Si de plus (F,+, x,.) est une K-algéhre normée et f ct ¢ sont continues en a (resp. sur A), alors f X g st continue en
a (resp. sur A).

Corollaire 3.

C(A, F) est un K-espace vectoriel.

ﬁoposition 42 (Caractérisation en dimension l’min).l
On suppose que E est de dimension finie p et (ey,...,¢p) une base de E.
Soit A une partie de E et j A— Fetac€ A

On écrit Vr € A, f(z) = Zf;(z)cl Alors ‘ : ih 10

k=1

f est continue en a (resp. sur A) <= Vk € [1,p], fx est continue en a (resp. sur A)

R — Ma(R) ,
Exemple f: Blcs cos(f) —sin(0)) est continue sur R. ® 1 i)
sin(0)  cos(0)

(Proposition 43 (Continuité d’une fonction & valeurs dans un espace pmduit)q b Ly 2t caioe- a0

Soient Ey, ..., B, des K-espace vectoriel normé, on munit F = E) x ... X E;, de la norme produit.
Soit A une partiede Eet f: A— Feta€ A.
On écrit Vr € A, f(z) = (fi(z),.... fp(x)). Alors

/ est continue en a (resp. sur A) <= Vk € [1,p], fr est continue en a (resp. sur A)

R —R?

w " (arctan(x), cos(z))

cst continue sur R, &

ﬁ’ropos:hon 44 (Composition des fonctions mnnnueﬂ - L R

Soit A une particde Ectet f: A— F, Buncpartiede Fet g: B—)Gtclequcf(A)CBetaeA
Si f est continue en a (resp. sur A) et g cst continue en f(a) (resp. sur f(A)), alors g o f est continue en a.

Exemple  Si f: A — F est continue sur A, alors 2 +— || f(z)||r est continue sur A, & ‘ o

3) Applications lipschitziennes

Définition 33 (Applications lipschitzienne).)
Soit f: A— Fetk>0.

o On dit [ cst A-lipschitzienne sur A si Vr,y € A, ||f(z) — f(DIF < kl|z = yl|e.

e On dit que f est lipschitzienne sur A s'il existe k > 0 tel que f est k-lipschitzienne sur A.

Exemples

@ t —3 cos(t) ct t — sin(t) sont 1-lipschitziennes sur R.

En effet, soit =,y € R tel que r < y.

Comme t — cos(t) est continue sur [z,y| et dérivable sur ]z, y|, d’aprés le théoréme des accroissement finis, 3¢,y €]z, y| tel que
cos(z) — cos(y) = cos’(cz,y)(x — y) = —sin(cz,y)(z — v), donc | cos(z) — cos(y)] = | - sin(es,y)llz - yl < |z — yl.

@ r+— ||x]| est 1-lipschitzienne sur B, car Vr,y € E, |||z|| = |I9ll] £ [Iz = vll-

@ Soit A une partie de E, z +— d(z,4) = uexf‘ ||z — a]| est I-lipschitzienne sur E.

— ' e - - L ¥27/361:27" reazrasiy s
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Soit 7,y € E, donc Va € A, d(z,A) = ml’ llz=all €|z =a|| < ||z =yl +||ly-all

MHYINIIE )} re
d'ouVa € A, d(r, A)=||r=y|| < ||y-u||.nlnsi d(x,A)=||r-y|| est un minorant de {||y—a|| a € A},pulsquo d(y,A) = mf ||y -al|

acA
est le plus grand minorant de cet ensemble, alors d(x, A) — ||z = y|| < d(y, A), par suite d(z, A) —d(y,A) < ||z - y||. '

Comme 7 et y jouent des roles symétriques, alors d(y, A) — d(z, A) < |ly - z|| = llz = yll. g '
Finalement [d(x, A) — d(y, A)| < ||z - vl|. '

‘»
IProposition 45. f
- r b = = L = = J

Toute application lipschitzienne sur A est continue sur A,

Remarque 25.

Une application continue sur A n'est pas néeessairement lipschitzienne sur A, ‘comme le montre 1 ‘exemple smvmt
J : x— ¢* cst continue sur R et f n'est pas lipschitzienne sur R.

par absurde si f est k-hpsdnwenne, alors Vr,y € R, |e* — e¥| < klz -y

En particulier, Vx > 0, == < k ce qui est impossible avec < "‘ TP 5,
z—400

Exercice 16
Soit T un intervalle de R et f : I — R dérivable sur I.
Montrer que : f cst lipschitzienne sur I <= /" bornée sur I.

EXQ[Q'EI? . ) . AP ARG

On note Llp(A F) I'ensemble des fonctions lipschitziennes sur A A valeurs dans F
@ Montrer que Lip(A, F) est un K-espace vectoriel.

@ Soit / € Lip(A, F) ct a € A, on pace [I/]l = [I/(@llr + sup ”f_(urx):%“_r .

x#v' St B

Montrer que || || est une norme sur Lip(A, F).

4) Applications uniformément continues

Deéfinition 34 (Applications uniformément mn!inuesB
Soit f: A — F, on dit f est uniformément continue sur A si

¥e>0,3a>0Vr,y€A, |lz—ylle<a=||f(z) - f(¥)llr < e

Exemple L'application f :
a=¢2).8

tR e R est uniformément continue, car Vz,y € R+, Wz - \/!7] < /|z = y| (on prend alors

ﬁoposition 46 (Caractérisation séquentielle de la continuité uniformc_).)
Soit f: A — F, alors

S est uniformément continue sur A <= ¥(z,)neN, (Yn)nen € AN, siz, - Un 0 alors f(xn) — f(!lu) B 0

Excmpln L’application f : R:; n'est pas uniformément continue, car v/n +1

mnAOm o3
f(WnF1) - f(yn)=1 W08

@oposition 4a

@ Toute application uniformément continue st continue.
@ Toute application lipschitzienne est uniformément continue.

. __ 28/36
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Remarque 26. } : - - —_—

e Une application continue n'est pas nécessairement uniformément continue, comme le montre I'exemple suivant
;. R—R '
g 2 \ : )
e Une application uniformément continue n'est pas nécessairement lipschitzienne , comme le montre ’exemple suivant
Rt — R
f: it :
t— Vit Y p

5) Applications linéaires continues

,ﬁ‘l:éoréme 5 (Caractérisation des applications linéaires continutf)_-} - - R ey —

Soit f : E —» F une application linéaire. Alors sont équivalentes : . i
@ f est continue sur £ 1y L1
@ f est continue en Og i |

@ f est bornée sur E ' ' _J
® 3020V € By @)l < ellalls. — - — S e
G f est lipschitzienne sur E. K% malazoni
On note L.(E, F) P’ensemble des applications linéaires continues sur £ a valeurs dans F. B ot
u et
f-&h:marque 27 (Méthod@ — —

Soit f € L(E, F) ; I T
e Pour montrer que f est continue, on cherche ¢ > 0 tel que Vz € E, || f(z)|[r < c|lz]|g- el
e Pour montrer que f n'est pas continue, on cherche (,)nex une suite d’éléments de E telle que Welle __, +00.

lixalle o+t

\

Exemples E—R

= y — . b .

® Soit E = C([a,b],R) normé par || ||, 'application f : " / o(t)dt cst continue,
a

b b
/ p(t)dt Sflv(t)ld! S/ lellcdt = (b—a)|l¢lloc (c=b—a>0).

: 4 »k ALY A E—FE
@ Soit E = R[X] normé par || || o0 ( P = an,\", 1Pl = DT |ak|), I'application f : PR

k=0
e Pa)lleo __ nxn"=! L
Pour tout n €N, P, =X"€ E et WlT(lTIH_ = leri'-’k =n_ <= +oo.

Exercice ‘18
Soit E = C([-1,1],R), normé par || [|~,a €Ret f:

Montrer que f est continue <= |a| < 1.

En effet, Vo € E, |f(v)] =

n’est pas continue.

EFE—R
pr— p(a) *

Solution

o Sila| < 1, alors Vy € E, |f(9)| = |p(a)l < g0 (O = [l

Donc f est continue. '

e SiJa] > 1,0n pose V¥n € N, ¢,(t) =t",onay, € E et fﬂf’ﬁf = 13111 = |a|" n_—:bw+oocar|a|>l.
Donc f n'est pas continue.

On en déduit alors que f est continue <= [a| < 18

Théoréme 6 (Continuité des applications linéaires en dimension ﬁnie).}

Si f € L(E, F) et E est de dimension finie, alors f est continue.
Autrement di : si E est de dimension finie, £ (E, F) = L(E, F).

Exemples

® A Tr(A) et A 'A sont continue sur M, (K).

@ A = (axt) i<k i<n > a,; est continue sur M, (K) (il s’agit d’une forme linéaire en dimension finie).

2 A — (Ci(A),...,C.(A)) ou Cy(A),...,C,(A) sont les colonnes de A est continue sur M, (K) (il s'agit d'une application
linéaire en dimension finie).
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Application 2 (Continuité des applications polynomiales).\ﬁ zalenin 4

Soit A une algeébre normée et n € N* et a = (ai,...,a,) EN"et Ay €K : i n oy i
O W LA misellqael 1

‘ 1
Toute application polynomiale en x1,...;Zn 2 fa® (21, ...,2) — EAaz‘," X ... x z% est continue sur A",
finie i ' 4
§ nt)
A" — A - e
Preuve : Pour tout i € [1,n],I’application p; : (i) i cst continue sur A", car elle est linéaire et
N | 1 l n ] |
| 19119 ( q
Y(z1,-2Zn) € A", |lpi(z1,...,20)l] = |lzill < orsnggc Ilzkll lI(z1, s zn)ll (¢ = 1), par suite fn = Z/\np]l . xpn
' finie
continue sur A™. )
Dans la pratique, pour justifier la continuité de f,, en disant qu’elle est polynomiale en les variables ry,..,z,
Exemples , ~ - - . W3y ' o Hagg A —

@ L'application (z,y) —— 2? + 3zy* + 2y — 4 est continue sur R? car elle est polynommlo enz,y. . '
@ L'apphcatnon (z,y) — (z'y + 3zy° — 4, 7y — 3y) est continue sur R? car (z,y) — 2y +3zy° — 4 et (z,y) —> zy - 3y son

continues sur R2, St
e L'application (z,y) — 2332 est continue sur B2\ {(0, 0)}, car c'est une fractionne rauonnellc en 7,y ct son domaine d
définition est R\ {(0,0)}. MR IE

@ L’application (A, B) — A? + AB? + 2B — 21, est continue sur M,,(R)? car elle est polynomiale en A, B. y s

6) Applications bilinéaires continues

Théoré¢me 7 (Continuité des application bilinéairos).} — e -
Soit f : E x F — G une application bilinéaire, alors G g
J est continue sur E x F <= 3c¢>0,Y(z,y) € Ex F, ||f(z,9)llc L cllzllellvlle - o viriqe
Exemples
———@L’ lication f : KxFE—FE bl
application 2y 1y, L az continue.

@2 Soit (E,< >) un espace préhilbertien réel, 'application f : (E;;)E ._—):I; £

En effet, par l'inégalité de Cauchy-Schwartz, Vz,y € E, |f(z,v)| = | < z,y > | < llzllllyll (c=1)-

est continue.

Théoréme 8 (Continuité des application bilinéaires en dimension ﬁnie)-) 2
Soit f : E x F — G une application bilintaire et E et F sont de dimension finie, alors f est continue. ¥ $rsa ()
Exemples me S
@ L’application f : ?g” }(3)):’)\::,)((!{3) —HM;(K) est continue.
@ L’application h : T:(_!f ),;':( ’X"(K) cst continue. i
En effet, I'application ¢ : fi}’( )( ;’;)4" (K) x Mp(K) est continue sur Mp(K), car elle est linéaire en dimension finie e

. My(K) x Mp(K) — M,(K)
J: (AB)— AxB
h = f o g est continue sur M (K).

est continue sur M, (K) x Mp(K), car elle est bilinéaire en dimension finie, par suit

ExE—R
(I, y) —¥ T,y >
En effet, par P'inégalité de Cauchy-Schwartz, ¥r,y € E, |f(z,y)] = | <z, ¥y > | < ||z]|[ly]| (c = 1).

@ Soit (E,< >) un espace préhilbertien réel, I'application f : est continue.

Théoréme 9 (Continuité: des applications multilinéaircs).) ' - — ~
Soit f: Ey % ... x E, — F une application multilinéaire, alors ‘

@ f est continue sur £y x ... x E, <= 3¢ > 0,V(zy,...,2,) € Ey x ... x E,, ||f(21, - Zp)||F < cllzallg, --|1Zpll £,

@ Si E\, ..., E, sont de dimension finie, alors f est continue sur Ey x ... X E,,.
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Exemples

Soit A une algébre normée et n € N*, on munit A" de la norme produit.

A" — A : x frosrcds

(e BN b 5 est continue sur A", car elle est multilinéaire q | |
Y(z1,000Zn) € A™, (| fa(z1y ey Zn) | = |21 X oo X Zp|| < |23 ][ 20l (€= 1). |
On peut aussi justifier la continuité de f,, en dmm qu'clle cst poh'nommlc en les variables zy, ..., 75,

@ L’application f, :

% A— A I e
@ L'application hy, : Ty on Ot continue sur A. e s
annlicati , AV— A 2 e CA—A : T e
En effet, 'application f, : ZWI . e est continue sur A” et g ¢ (2, .y 2) ? car elle ?-?t l}némre et
Yr € A, llgn(2)| = ||(z, - 2)|| = 1|<"Lai(n llzll = ||z € lizl| (c = 1), par suite &, = fn © ga cst continue sur A.

On peut aussi justifier 1a continuité de h,,, en disant qu'elle est polynomiale en la variable .

Application 3 (L'application déterminant est continue) } e

’ PP . MP(K) —K = il
I’application det : A det(A) est continue sur M,(X) '

Preuve 1 : On saxt que YA € M, (K), det(A) = detg(Ci(A), ..., Cp(A)) oit Ci(A), ..., Cy(A) sont les colonnes de A et B est la
base canonique de M, ; (K). ‘ 1571
Soit f: ﬁ’t’_(:{ )(CT(’ A')‘:f” ':(l?(:)) est continue sur M,(X), car elle est linéaire en dimension finie et

: ?)’:’p l(K)Y" )_.:‘&dcts (X... ) est continue sur M;,1(X)P, car elle est p-linéaire en dimension finie,
Lyseeys “AlyeiegAp

par suite A — det(A) = go f(A) est continue sur M,(K).
Dans la pratique, pour justifier la continuité de A — dex( A) en disant qu'elle est lincaire en les colonnes de A ®

— K
Preuve 2 : Pour tout 1, € [1,p], Papplication p, ; : M,(K)

est contimue sur M, (K), car elle est linéai
A= (ak.l)lsk.ls;, — a; p( ) (] linéaire

P
en dimension finie, par suite A —» det(A) = Z (o) Hp,',(,)(A) est continue sur M, (K). LESTY
a€S, =1
Dans la pratique, pour justifier la continuité de A — det(A) en disant qu'elle est polynomiale en les coefficients de AR
Exercice 19 (Conﬁnuité(;,}f (} — A~ z,
(e oty byt p(K M,(X) :
Montrer que I'application A A= est continue.

Solution

On sait que VA € GLy(K), A~} = ;,—"—’(-A—) tcom(A). ,

Comme g : A —> com(A) est continue sur GL,(K), car elle est polynomiale en les cocfficdients de A et f : B+— 'B est continue
sur M, (K), car elle est linéaire en dimension finie, par suite & : A+— go f(A) = *com(A) est continue sur GL,(X)

Puisque A — dct(A) est cuntinue et ne s’annule pas sur GL,(K), car elle et linCaire en les colonnes de A,
alors A A™! = g5iy.h(A) est continue sur GL,(X) B

7) Continuités et topologie

(Proposition 48 (Prolongement par dms'xté).]

Soit D une partiede Eet f,g: E— F
f et g sont continues sur £

SiqVreD, f(z) = g(z) yalors Vr € E, f(z1) = g(z).
D est dense dans E

Application 4.}

Soit f : R — R, continue sur R telle que Vr,y €R, f(z + y) = f(z) + f(v)
Alors ¥z €R, f(z) = a.zaveca = f(1).

> : a3 0186
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(Proposition 49 (Continuité globale).)

Soit A une partie de E et f : A — F, alors sont équivalentes L ar notnniad
@ f est continue sur A. ' ; = )
@ L'image réciproque de tout ouvert de F est un cuvert relative de A Sl s '
@ L'image réciproque de tout fermé de F est un fermé relative de A. : &

Remarque 28 (Méthode pour montrer une partie est ouverte ou fcrm@

Soit A une partie de E, pour démontrer que A est un ouvert (resp. fermé) de E, on cherche une application f : EI“L3'F
continue sur E et B un ouvert (resp. fermé) de F telle que A = f~!(B).

Exemples

e A= {(z,y) € R?, sin(z) < 2% — y} est un ouvert de R2. s ll-onastodl
En effet, soit (z,y) € R2.

. @y €A < sinr)<zP-y
< 2*-y—sin(z)>0
S
J(z,v)
< [f(z,y) €]0,+o0] '
< (z,y) € f7'(10,+0c]) - - e e )

On en déduit que A = ]”(]0 +oc[)

Comme (r,y) > 7 est continue sur K2, car elle est polynomtale et t — sin(t) est continue sur R, alors par oomposée

(z,y) — sin(z) est continue sur R?, puisque (z,y) — z2 — y est continue sur R? car clle est polynomiale, alors f est continue
sur R2.

Comme |0, +oco| est un ouvert de R et f : R2 — R est continue sur R?, alors A = f~(]0,+oc) est un ouvert de R2.

e B ={(z,y) € R? 1* — y < 51} est un fermé de R
En effet, soit (z,y) € R%.
(zr,y) €EB += z*-y<5z
— I*-y-5r<0
LI
g(z.v)
< g(z,y) €] - x,0] :
< (z,y) €97'( —0,0)) ==
On en déduit que B = g71(]0, +o0[).

Comma g : R? — R est continue sur R? car elle est polynomiale, et ] — oo, 0] est un fermé de R, alors B = g7 (] — 00,0]) est
un fermé de B2,

{ Application 5.) , S : = G : o

@ Le groupe des matrioa inversibles GL,(K) est un ouvert de Mp(R).
"lv Le groupe orthogonal O,(R) est un fermé de M, (R).

4 e:
@ Soit A € M,(K), alors A € GL,(K) <= det(A) # 0 <= det(4) € X\ {0} <= A € [7'(K\ {0})
S —
={(A)
On en déduit que GLy(K) = f~Y(K\ {0})
Comme f : M, (K) — K cst continue sur M, (K), car A — det(A) est linéaire en les colonnes de A et X'\ {0} est un ou-
vert de K, ( car {0} est un fermé de K, puisque toute partie finie est fermée), alors GL,(K) = f~!(K\{0}) est un ouvert de M, (K).

@ Soit A € My(R), 2lors A € O,(R) <= 'AA=1, = ‘Ad e (I} = Ae [T'({;})

=[(A)
On en diduit que Oy(R) = f~1({1,})

On a vu que "application f : M, (K) — M, (¥) d¢finie par f(A) = *AA est continue sur M,(K) et {1} est un ferm¢ (il s"agit
d’une partie finie), alors Op(R) = f~({/,}) est un fermé de M, (K) @

V) Compacité

On considére (E, || |]) et (F,|| ||) des K-espaces vectoriels normés.
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1) Définition et propriétés

[D(.ﬁmtuon 35 (Partie compacte)J

Une partic A de E est dite compacte si de toute suite d’éléments de A, on peut extraire une sous quxtc oonvcrgcntc dans
A.

Autrement dit : toute suite d’éléments de A, admet ou moiris une valeur d’adhérence dans A.

Exemple Tout segment [a,b] de R est un compact de R ® | ‘ ' ' L6 ‘ ka2 |

Soluhon = 2 3 s e o)

Soit (:r,.),,eu une suite d’élémcnts de [a b], alors (:r:,.),.eu est bomée, puisque R est dc dnmens:on ﬁme, d’aprés le théoréme de
Bolzano-Weicrstrass, (Zn)nen admet une valeur d’adhérence £ € R, comme [a, b] est. un fermé de R, alors £ € [a,b] ®

<

Remarque 29),
Si N7 et N; deux normes équivalentes sur E, alors

I

A est un compact pour Ny <=> A est un compact pour Ny

En particulier, en dimension finie 1a compacité ne dépend pas de la norme choisie.

(ITroposition 5(8

Soit A une partie de F, alors

A est un compact de E = A est un fermé et borné de £

Exemple [0, +oo[ n'est pas un compact de R, car n’est pas bornée. @

Théoréme 10 (Caractérisation d’'un compact en dimension ﬁnie)J ‘
On suppose que F est de dimension finie. Une parte A de F est compacte si, et sculement si A est fermée et bornée. l

Exemple En dimension finie, les boules fermées, les spheéres et les parties finies sont des parties compactes &

Remarque 30j
En dimension mﬁmc, une partie fermée bornée n’est pas nécrmalrcmcnt compacte comme le montre ’exemple suivant :: J

Exemple Dans E = C([0,7],C) muni de la norme || ||c, ]a sphére unité S(0,1) n’est pas compacte &
Solution

On considére (f,)nen 1a suite d’éléments de E définie par Vt € [0,7), fu(t) = e,
e Pour tout t € [0, 7], |fa(t)] = |e™]| = 1, alors [| fullc = L, donc (fa)nen est une suite d'éléments de S(0,1).

e Pour tout n, meNte]quen;émette[O 7)

. fn—m

an (2520) -
(atteint en %5 € [0, 7).

Ja(t) = Jm(t) = ™ — et = e =5 ( AR5RE o= im52 ) — oSt ¢ 945 (_n_zm‘t)
STt x 2isin (n :mt)

e Supposons que (/n)nen admet une valeur d’adhérence f € §(0,1), alors il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que

(f p(n))nen converge vers f.

D’aprés le point précédent, ¥n € N, (#) [|f(n) = fetn+n)lloe =2, car p(n+ 1) # p(n).
En faisant tendre n vers +oo dans (t). on en déduit que 0 = ||f — f|l= = 2 ce qui est impossible &

Donc || fn = Il = S[up |[fa(t) = fm(t)] = sup

tefo,n]

= sup 2
te[o,n]

Application Q
Le groupe orthogonal Op(R) est un compact de AM,(R). ]
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Preuve ;
Comme M, (R), il suffit de montrer que O,,(R) ¢st un fmn6 bornée.
e Soit A € My(R), alors A € O,(R) = ‘AA =T, = AA eI} <= A€ [~'{L,)})

’1(4)
On en déduit que O,(R) = f=1({1,}) syl

On a vu que 'application f M, (R) — M, (R) définie par f(A) = *AA est continue sur M, (R) et {I,} est un fermé (il s’agit
d'une partie finie), alors O,(R) = f~'({/,}) cst un fermé de M,(R).

o YA € Op(R),|| A [J2= /Tr(*AA) = /p < /p constante, ne dépend pas de la matrice A, donc Op(R) est borné &

(Propomtmn 51 (Partie compacte d’un mmpact))
Soit K une partie compacte de E et A C K, alors

A est un compact de E <= A est un fermé de £

Exemple [0,1]U[2,3] est un compact de R, car [0,1]u(2,3]c [0,3] ®
=S ——— e

fermé compact

ﬁ'oposition 52 (Produit de deux oompacts)q
Soit A un compact de E et B un compact de F, alors A x B est un compact de E x F.

Exemple [0,1] x [2,3] et [0,1)? sont des compacts de R? &

(Corollaim 4 (Produit fini de compact:ﬂ
Soit Ey,..., E; des K-espaces vectoriels normés.

~ Si Vi€ [l,p], A, est un compact de E,, alors H A, est un compact de H E..

1<i<p 1<i<p

Exemple [0,1]” est un compact de R? &

' Proposition 53 (Convergence d'une suite d'¢léments d'un compact).]
Une suite d'éléments d'une partie compacte converge si, et seulement si, elle admet une unique valeur d'adhérence.‘

rorollmro (Convergence d'une suite bornée en dimension ﬁnm i

Une suite bornée d'un espace normé de dimension finie converge si, et seulement si, elle posséde une unique valeur
d’adhérence.

2) Compacité et continuité

(Proposition 54 (Image directe d’'un compact par application cominue)J
Soit f: A C E — F une application continue et A compact de E, alors f(A) est un compact de F.

Exemple U= {z€C, |z| =1} cst un compact de C B

"

r-{ Remarque 31.,l
L’image réciproque d’un compact par une application continue n’est pas nécessairement un compact, comme le montre
I'exemple suivant :

Soit [ : R — R l'application nulle, {0} est un compact de R et f~'({0}) = R n’est pas un compact de R, car n'est pas
bornée.

r-ﬁhéon‘!mc 11 (Théoréme des bornes mtcime;)q

Soit f: A C E — R une application continue et A compact de E, alors f est bornée et atteint ses bornes : 3a, 8 € A tel
que qu J(z)= mm}'(r) J(a) et sup f(z) = mﬁﬂ} 1) = [(B).
2CA T

~
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Application 7.
Si A est une partie compacte de E et z € E, alors 3a, € A tel que d(z, A) = || — ay||. : ‘ ' j

Preuve : On a d(z, A) = inf ||z - a|| = inf f(a) avec Va € A, f(a) = ||z - al|.

Comme I'application f est continue sur A (par compaosée de deux applications continues y — |[y|| et a —» z-a) et A est
compact, alors clle est bornée sur A et atteint ses bornes, ainsi 3ag € A4 tel que d(z, A) = inf f(a) = f(a0) = ||t —ao| &
a -

Corollaire 6. : |

Soit 9: A C E — F une application continue et A compact de E, alors g est bornée et atteint ses bornes : 3a, 8 € A tel
que inf [lo(z)[| = min |lg(x)I] = llg(a)]| et mll;llg(r)ll = max||g(z)l| = |lg(B)]l-
2€ xe z€ P .

{Théor«‘.me 12 (Théoréme de Hein?.J :
[ Toute application continue sur une partie compacte est uniformément continue. ]

VI) Connexité par arcs

Soit (E,|| ||) un K-espace vectoriel normé.

1) Définition et exemples

Définition 36 (Arc ou chemin continu et partie connexe par ar(s).}
Soit A une partie de E et a,b € A,

« On appelle arc (ou chemin continu) joignant a et b dans A toute application « : [0,1] — A continue 3 valeurs dans A
telle que 9(0) = a et 9(1) = b.

» On dit que A est connexe par arcs si Va,b € A, 3y € C([0,1],A), ¥(0) =a et (1) =b.

Exemple Toute partie convexe est connexe par arcs. &

Remarque 32.

Une partie connexe par arcs n'est pas nécessairement convexe comme le montre I'exemple suivant :
Les sphéres sont des parties connexes par arcs mais ne sont pas convexes.

{Défnition 37 (Partie étoile).}
Elne partie A de E est ¢toile s'il existe a € A tel que Vb € A, [a,b] = {(1 = A)a+ b, A€ [0,1]} C A.

 CHECY

Application 8.
L'’ensemnble des matrices nilpotentes est connexe par arcs. ]

Preuve : Il s’agit d’une partie étoilé par rappart A la matrice nulle @

Remarque 33.}
Une partie ¢toilé n'est pas nécessairement convexe comme le montre I'ensemble des matrices nilpotentes.
e [’ensemble des matrices nilpotentes est étoilé par rapport & la matrice nulle.

e Ey,, E, 1 sont des matrices nilpotentes et (1 - 1) Ey, + 1E, 1 = } (E1,+ E;1) n'est pas nilpotente,

puisque Vn € 13,(3 (E) p + E,_,‘;)h = 3= (Ev1 + B ) # 0, done Vensemnble des matrices nilpotentes n'est pas convexe.

rﬁxéorémc 13 (Connexes par arcs de R).]
l Soit A une partie de R, alors

l A est un connexe par arcs <=» A est un convexe <=» A est un intervalle
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(propoai(ion 55J EPS— s e — < e A 5 A I e e S s S S RIS B A St
Soit A une partie de E, on définit la relation binaire ~ sur A par

a~b e IyeC(0,1],4), v(0)=a et y(1)="b - P AT B ey St

~ est une relation d'équivalence sur A.
On note C(a) la classe d’équivalence de a € A, appelée la compaosante connexe par arcs de a dans A.

Remarque 34.
e Va € A, C(a) cst un connexe par arcs,

o Ya,b € A, C(a) = C(b) ou C(a) NC(b) =

e L'ensemble des classes d'équivalences formont une partition de A.
e Si A est connexe par arcs, alors Va € A, C(a) =

2) Connexité par arcs et continuité ) 0

@roponmon 56 (Image directe d’une partie connexe par :xrm)J
Sait f : A C E —» F continue et A est connexe par arcs de E, alars f(A) est une partie connexe par arcs de F

Application 9.
Le groupe des matrices inversibles GL,(12) n'est pas connexe par arcs de M,,(R). ]

Preuve : par absurde, supposons que G1.,(R) est connexe par arcs de M, (R)
Comme det : Mj,(E) — R est continue, car il est polynomiale en les cocfficients de A, alors det(GL,(R)) = R* est un connexe
par arcs de R ce qui est absurde car R* =| — oc, 0[U]0, 400 n’est pas un intervalle de R @

Théoréme 14 (des valeurs intmn(-diairrs).J

Soit f : A C E — R continue, A est connexe par arcs de E et (a,b) € A2, alors f(A) est un intervalle de R.
En particulier, pour tout d compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € A tel que d = f(c) ,

Exercice 20

On se propose de montrer que toute application f : I — R continue et injective est strictement monotone. (7 est un intervalle
de R).

@ Montrer que A = {(z,y) € I, r < y} est une partie de R? connexe par arcs.

@ Soit f : I — R une application continue et injective.

A-R
On considére l'application F :

(z,y) = f(z) - f(y)
(a) Justifier que F est continue sur A et 0 ¢ F(A).

() Conclure.

Solution

@ Tl suffit de montrer que A st un convexe.

@ (a) comme (z,y) — r et (z,y) — y sont contimics sur A 4 valeurs dans J (il s’agit des application polynomiales en z, y),
comme f est continue sur J, alors par composée (z,y) — f(z) et (z,y) — f(y) sont continues sur A,

ainsi F: (z,y) > [(z) — [(y) est continue sur A.

e Y(z,y) € A,on az <y,donc r#y, comme f est injective, alors f(z) # [(y), d'ou F(z,y) # 0, ainsi 0 ¢ F(A).

(b) Comme F est continue sur A qui est connexe par arcs, alors F(A) est un connexe par arcs de R.

Donc F(A) est un intervalle de R, comme 0 ¢ F(A), alors F(A) C] — 00,0] ou F(A) €0, +o00].

Si F(A) c] — 00,0}, alors [ est strictement décroissant sur J

Si F(A) C|0,4c|, alors f est strictement croissant sur J

On conclut alors que [ est strictement monotone, ainsi toute application continue et injective sur J cst strictement monotone &
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® ¢linition 1.6.6 Soit (un)nen une suite d’éléments dans E. On appelle :séric de terme général u, el on
n 4

.ole Zu,., cest la donnée du couple ((tn)nen, (Sn)nen) avec S, = Zu" \'/n eN.
ﬂzo k=0 .

S

irme

> S, est appelé lan! somme partielle.

B

~emples

o 4’1" .
oit A € M,(R), les stries z A" et Z = sont des séries matricielles.
n>0 n>0

Deéfinition 1.6.7 e On dit que la série Zu,, est convergente si la suite (.S‘,,),.gn des sommes partielles est

n>0
400

convergente. Dans ce cas la limite de (Sn)nen est appelée somme de la série el sera notée Eu,,.

n=0
+o0
> = Z i
n-)+ao

n=0

e Sila série Z un converye, on définit le reste d’ordre n par
n>0

+o0o
Ro=Y w
L=n+l
i i

i

Proposition 1.6.5 5i une série Zu,‘ est ‘convergente, alors hrn u,. =(.
n>0 3 -

I

Proposition 1.6.6 La série Zu,,.,.l u, converge si et seulement si la suile (uy). convcr_qe
n>0 3

Définition 1.6.8 Soit ) u, une série @ termes dans E.
n>0

On dit que le série Zu,, est absolument convergente si le série Z ||un]| converge.
n>0 n>0

Proposition 1.6.7 Si la série Zu,, est absolument convergente, alors elle converge et’dans ce cas ona :

n>0 t

400 +o0

DA IR

n=0 n=0
Exemples
Dans (M, IR) on considére une nonne qu1 w,nﬁc V A, B € (MR) ||AB|| < |||l |IBl]-
La série Z —- converge. On pose e’ i exp

=l &4 nl

Si D est diagonale, P
Si A est diagonalisable, ¢4

e Rl S T

L e e T
p Fi
.
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