Il est rappelé que tout 1ésultal énoncé dans le texte peut élre utilisé pour traiter la suite, méme s'il n'a pu élre ¢

Probléme 1
On counsidere espace vectoriel £y = {f 1 Ry — R de classe C tel que f(0) = 0}. Ou pose

2
L
Ey ={f € Eytel quet— (-f—(t—l) soit intégrable sur 10, +o0of }.
Ey = {f € Fy tel que ¢t — (f'(t))2 soit integrable sur ]0, 40| } .

Partic I
. S ; t)g(t s it
1. a) Montrer si f € Ey et g € I, alors la fonction ¢ — i(—%(—) est integrable sur |0, --ool.

) Montrer que £y est un R-espace vectoriel.

+00 f(t) 2
2. Pour tout f € Ey, on pose Ni(f) = / (-f_> dt
J0 2

Montrer que Ny est une norme sur Ej.

3. a) Montrer que E» cst un R-cspace vectoriel.

+00 %
b) Pour tout f € E3, on pose Nao(f) = (/ (f'(t))%lt) y
Jo

Montrer que No est une norme sur £s.

=

Partic II
Dans cette partie, on considére la fonction f suivante :

f(t) = arctan(t), Vt € Ry

1. Montrer que f € E|.
~ 1

2. Soit x €]0. +oc[. O s¢ hy o F— he(t) = :
0 ] [. On pose hy =(1) IS
Montrer que Y z €]0, +00], la fonction h, est intégrable sur [0, +oof puis que [ € Ey.

‘ +00
3. Pour x €]0, +00[, on pose (x) = / ha(t)dt.
Jo
a) Calculer () pour a: €]0, +oo[\{1}.
1
(Ind : Décomposer en ¢lément simple la fraction rationnelle F(Y') = TID T :r'z))'
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o En admettant gue la fonetion ¢ est continue sur |0, +0o(, donner ta valear de Na(f).
arctan(at)

5. Soit @ 0, LKD) SC gt — . () = ————.
oit @ € [0, +ocf. On pose g 9.(1) [+ )
Yoo aretan(rt) .
Montrer que ¥V @ € |0, +oof, la fonction g, est intégrable sur 10, 4+>c{. On pose G(z) = [) -'—“—_+_—'._,—)—(IL, Yo 2
(

0.
6. Justifier que (N ()% = 2G(1).
n/2
7. Soit I = / In(sin(a))dw.
Jo -
a)i) Verilier que I = / ln(cos(x))dax et qu'elle est convergente.
0
In(2 m/2 .
ii) Deduire que 27 = ——(2—)—77- + In(sin(2x))dx.
0
b) Exprimer Ni(f) en fonction de T, puis calculer sa valeur.
(Ind : Ctiliser le changement de variable u = arctang(t)).

Partie III
Soit f une fonction quelcongue de Ep. On associc a f les fonctions g ct h definies par ¢

g(t) = L\(/—t_}, h(t) = f—(tt—),\/t >0 et on pose B = f'(0).

1. Calculer lim A(t) et lim g(t). (Exprimer a laide de f3).
(—0+ 1—+

Exprimer f'(t) — vtg'(t) en fouction de h(t), Vt > 0.
Calculer lim \/(t)g'(t) ct lim g(t)g'(t). (Exprimer a laide de 3).
t—0ot t— 0+

4. a) Etablir pour = > 0, la relation
xr 1 £r 2 1 H A
[ o=@+ [ (Vigw) a+ [ oora
0 2 0 4 Jo
b) Déduire que si f € Eg alors pour tout o > 0,

T +x
/ (h(1))? dt < 4 j ()2t
0 0

W N

Deéduire que Ey C E)y.

Montrer que pour f € Eo, on a I'inégalite Ny(f) < 2Na(f)
On considére la suite de fonctions (fn)n>1 définie sur Ry par
a) Verifier que (fn)n>1 est une suite d’¢léments de .

b) Monter que Vo € N*, Vt > 0,

o o

: Vn € N*, fa(t) = e~tsin(nt).

pa

2 2
n*4l - n—-1 _ :
. e ™2t cos(2nt) — ne~ 2 sin(2nt),

(fa(t)? = ——c™ + —

- 4

U

~

puis déduire que Vi € N*) No(f,) =

o)

.9
; sin“(nf
¢) Montrer que, pour tout n € N*| la fonction t —» ——((,—)—

el . . 0 oy sin*(nt)
d) Sachant que ——=dt = —, montrer que  lim R
0 1= 2 n—-+0o0 Jn n=ts

¢) Déduire que les normes Ny et Na ne sont pas ¢quivalentes.

est integrable sur ]0, +oof.

B

dt =0.
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