
N
ed
ra
M
oa
ll
a

Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Problème "Exponentiel d'une matrice et d'un endomorphisme

Partie I

On munit Mn(R) d'une norme sous-multiplicative c'est à dire qui véri�e pour toutes matrices A et B ∈
Mn(R), ||AB|| ≤ ||A|| · ||B||.

1. Soit A ∈ Mn(R), montrer que la série
∑
p≥0

Ap

p!
est convergente. On note dans la suite exp(A) sa somme :

exp(A) =
+∞∑
p=0

Ap

p!

2. Soit A =

(
0 1
0 0

)
et B =

(
0 0
1 0

)
. Calculer exp(A), exp(B), exp(A) exp(B) et exp(A+B). Conclure.

3. Soit D = diag(λ1, λ2, . . . , λn) ∈ Mn(R), calculer exp(D).

4. a) Soit P une matrice inversible, montrer que la fonction M 7→ PMP−1 est continue sur Mn(R).
b) Calculer exp(A) lorsque A est une matrice diagonalisable.

5. Soit p ∈ N∗ et λ1, . . . , λp réels deux à deux distincts. On considère l'application :

φ : Rp−1[X] → Rp, P 7→ (P (λ1), . . . , P (λp))

(a) Montrer que φ est un isomorphisme.

(b) Déduire qu'il existe un unique polynôme L ∈ Rp−1[X] tel que L(λi) = eλi , ∀i ∈ {1, . . . , p}.

6. On pose pour tout i ∈ {1, . . . , p}, Li(X) =

p∏
k=1
k ̸=i

X − λk

λi − λk

. Les polynômes L1, . . . , Lp sont appelés les

polynômes de Lagrange en λ1, . . . , λp.

(a) Soit i ∈ {1, . . . , p}. Donner le degré de Li et son coe�cient dominant.

(b) Calculer Li(λj), ∀i, j ∈ {1, . . . , p}.
(c) Prouver que B = (L1, . . . , Lp) est une base de Rp−1[X].

(d) En déduire l'expression du polynôme L dans la base B.
7. On suppose dans cette question que A est diagonalisable et on note λ1, . . . , λp ses valeurs propres deux

à deux distincts (p ≤ n).

(a) Déduire des questions précédentes que exp(A) = L(A).

(b) Soit f ∈ L(E) canoniquement associé à une matrice A ∈ Mn(R). On note Ei = ker(f − λiidE)
le sous espace propre de f associée à la valeur propre λi et on pose pi = Li(f). Démontrer que

l'endomorphisme pi est la projection sur Ei parallèlement à

p⊕
k=1
k ̸=i

Ek.
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(c) Montrer que exp(A) =

p∑
i=1

eλiM(pi,Bc).

Partie II

Dans cette partie, on considère E un R-espace vectoriel de dimension �nie n ∈ N∗. Soit u un endomorphisme
de E,

1. Après avoir justi�é l'existence des bornes supérieures, montrer que :

sup
x∈E
x ̸=0

∥u(x)∥
∥x∥

= sup
x∈E

∥x∥=1

∥u(x)∥.

2. On note |||u||| = sup
x∈E
x ̸=0

∥u(x)∥
∥x∥

. Montrer que |||.||| est une norme sur L(E).

3. Montrer qu'il s'agit d'une norme sous-multiplicative, c'est-à-dire que :

∀(u, v) ∈ L(E)2, |||u ◦ v||| ≤ |||u||| · |||v|||.

4. Déduire que la série
∑
n≥0

un

n!
converge.

On dé�nit l'endomorphisme eu =
∞∑
n=0

un

n!
.

On considère, dans la suite, u un endomorphisme de E dont le polynôme minimal est

Πu(X) = (X − 1)2(X − 2)

1. Justi�er que u est non diagonalisable.

2. Véri�er que E = ker(u− idE)
2 ⊕ ker(u− 2idE).

3. On pose p = (u− idE)
2 et q = u ◦ (2idE − u).

(a) Calculer p+ q.

(b) Démontrer que p est la projection sur ker(u−2idE) et parallèlement à ker(u−idE)
2, puis caractériser

q.

4. a) Soit x ∈ E, montrer que u(p(x)) = 2p(x).
b) Déduire que ∀k ∈ N, uk ◦ p = 2kp. Puis que exp(u) ◦ p = e2p

5. Soit k ∈ N, déterminer le reste de la division euclidienne de Xk par le polynôme (X − 1)2.

(a) Déduire que exp(u) ◦ q = eu ◦ q.
(b) Montrer que exp(u) = e2(u− idE)

2 − eu2 ◦ (u− 2idE).
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