Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Probléme "Exponentiel d’une matrice et d’'un endomorphisme

Partie I

On munit M, (R) d’une norme sous-multiplicative c¢’est a dire qui vérifie pour toutes ices A et B €
M, (R), [|AB]| < [|A[| - [|B]]-
AP

1. Soit A € M,,(R), montrer que la série Z — est convergente. On note daps la Sujte € A) sa somme :
P!
p=20
+oo
exp(A) =)
p=0
. 01 0 0
2. Soit A = 0 o) ¢t B = 1ol Calculer exp(A), e xp(B) et exp(A + B). Conclure.

3. Soit D = diag(A1, Aa, ..., An) € M, (R), cal

4. a) Soit P une matrice inversible, montrer que la
b) Calculer exp(A) lorsque A est une matrice diagonalisable.

5. Soit p € N* et A\y,..., A, réels deux a deux distincts. On considére 'application :

R, 4[] N P (P(M),...,P(\))

isom isme.
lynome L € R, 1[X] tel que L(\;) =eY, Vie {l,...,p}

(a) Montrer que ¢ est
(b) Déduire qu’il existe un Smique

p
X -
Li(X) = H P Les polynémes Ly,..., L, sont appelés les

A= Ak

ki
polynomes eenj\g, ..., A\
(a) S AN ner le degré de L; et son coefficient dominant.
(b) Cal ; Vi,je{l,...,p}.

(c) Prouve = (Ly,...,L,) est une base de R, 1[X].
expression du polynome L dans la base B.

7. On suppose dans cette question que A est diagonalisable et on note Ay, ..., A, ses valeurs propres deux
a deux distincts (p < n).

(a) Déduire des questions précédentes que exp(A) = L(A).
(b) Soit f € L(FE) canoniquement associé a une matrice A € M,(R). On note E; = ker(f — \;idg)
le sous espace propre de f associée a la valeur propre \; et on pose p; = L;(f). Démontrer que
p

I’endomorphisme p; est la projection sur F; parallélement & @ E.

k=1
kot



p
(¢) Montrer que exp(A) = Z e M (pi, B).

i=1

Partie 11

Dans cette partie, on considére E un R-espace vectoriel de dimension finie n € N*. Soit © un endomorphisme
de F,

1. Apreés avoir justifié 'existence des bornes supérieures, montrer que :

u(x
sup P u))
rzeEE ||¢/E|| rzelR
2#0 llzfl=1
o (@]
2. On note |||u||| = sup Tl Montrer que |||.]|| est une norme sur
zeE xr
z#0

3. Montrer qu’il s’agit d’'une norme sous-multiplicative, c’est-a-

Y(u,v) € L(E)?, |||luo

: - u”
4. Déduire que la série E — converge.
n!

n>0
oo

On définit 'endomorphisme e* = Z

un

nl’

On considére, dans la suite, u un en 0 e E dont le polynome minimal est

W(X) = (X = 1)*(X -2)

1. Justifier que u est non dig
2. Vérifier que E = ke

4. a) Soit x € Ejgnontrer que u(p(x)) = 2p(x).
b) Déduire que Vk € N, ¥ o p = 2¥p. Puis que exp(u) o p = e%p

5. Soit k € N, déterminer le reste de la division euclidienne de X* par le polynome (X — 1)2.
(a) Déduire que exp(u)oq = euoq.
(b) Montrer que exp(u) = e*(u —idg)? — eu® o (u — 2idg).



