Examen Analyscé
Durée 3 h

Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, & la clarté ¢t au soin

de la présentation.

Probléeme

Daus ce probléme on considére le R-espace vectoriel E = {J : [0,+oc|— R conlinue}.
A toute fonction f € E on associe la fonction, notée ¢*(f), définie par :

. f(t)dt
o(f)(z) = -[2-—1_—— siz>0

¥(S)(0) = J(0)

On définit la fonction g sur R, par : g(z) = / f(t)ydt, = > 0.
0
Partie I

Justifier que g est de classe C' sur R, et que la fonction ¥/(f) est un ¢lément de E.
A 1 1 = 9 al ] » ) =
2. Montrer que si szm f(z) = A €R, alors zmmp( Nz)= A.

3. On pose , Y z > 0, h(z) = =J(z)-

a) Montrer que g — 1’(g) = ¥(h).
b) En déduire que si f est intégrable sur [0, +ocf, alors 1im+m;b(}1)(;n) = 0,

4. a) Montrer que ¥ est un endomorphisme de 'espace vectoriel E.

b) Montrer que 1) est injectif.
¢) Déduire que 0 n’est pas une valeur propre de v.

5. Soit A € R*.
a) Déterminer les fonctions réelles définies et dérivables sur |0, +oo| solutions de 'equ

différenticlle
V>0, \y'(z) + (A - 1y(z) =0 (E).

b) Montrer qu’ une solution de (F) est prolongeable par continuité & droite en

seulement si A €]0, 1].
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Partio I
On poso

Foe {f e Etelleque [ est intégrable sur Ry}

1. ) Montrer quo 8l f et g sont deux élémenta de I, alors ln fonction [.g est une fonction
intégrable sur R,

b) Montrer que I est un R-espace vectoriel,

¢) Montrer que l'application : (h, k) =< bk >= /
0

sur I
Dans la suite de ce probldme on désigne par ||.|| la norme associ¢e au produit

scalaire <, >

oo

h(t)k(t) dt est un produit sclnire

¥ 2
. Soient f € Fet g(x) = / J(t)dt, pour z > 0. a) Montrer que lim g'(x) _ 0.
0 z—0+ T

[ )

b) Soit y > 0. Montrer que la fonction x —» gz(; ): est intégrable sur ]0,y] et que

v ¥ Al ' v
/0 V(f)*(x)dz = /o 2_—::—)=—ysb(f)’(y)+2 /0 f(@)P(NH()dz (1)

¢) En déduire que pour tout y > 0,

[ e <2 o f’(x)dr)! ([ "(:p(f))’(;)rtr)y .

d) Conclure que 1(f) € F et que ||[Y(N)I] < 2||S]].
3. a) Montrer que ¥ est un endomorphisme continue sur (F,||.||).

!
b) Déduire que  sup H_L’(_fl[ existe dans R,.
sergoy 11

4. Soit [ € F.
a) En utilisant la formule (1), montrer que li{r: y(f)%(y) = | existe et finie dans R.
y—>+oo

b) Déduire que I = 0 et que < ¥(f), ¥(f) >=2< f.(f) > .

a) Vérifier que, Vf € F, ||(f) - 2/II* = Al S = P
b) Déduire que si f € F vérifiant |[{?(f)[| = 2| /||, alors [ est la fonction nulle.

6. Soit s €] -1, -%[ On considere la fonction f, définie sur [0, 400 par

(%1

 siz€|0,1]
fo(z) = { ;’ :i x € (1,400

a) Montrer que f, € F et calculer ¥(f,).

b) Calculer ||f,]|* et montrer que || f,|[* e Tt
-3

2
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¢) Caleuler ||#(f.)||? et montrer que |[9(fs)|[? :} “Zan

(Ind : utiliser Partie 1I- 4 )
WO _ 4

WU _ 5 buis que ey < UTH

d) Déduire que lim
a——3 “fnll

Partie I11

1. Montrer que Vz € [0,1], la séricz:( 1 1? converge
n>1

n- 1
On admet dans la suite que ¥z € [0, 1[, In(1+x) = Z( —1)m*
n=1

1 n = | k41
In(1+ z) p Eug E (__T).z_._ + f Rn(7)dx
L k=1 3

2. a) Montrer que pour /
0
+00 k-1

avec Rn(z) = }: (—l)kHT-
k=n+1 g 1
J; torae| <

b) Montrer que Vn € N,

c) Déduire que ) o 1
In(l1+=x 1
/0 ( Z ) .
d) Sachant que g% = %2, montrer que ./(; lf_(_l_xiﬁ)_ dox = 1%
flm) = 7o

On considére dans la suite la fonction f définie sur R par

Vérifier que f € F, ¥(f) € F et calculer ¥(f)(2), Vz € Ry.

4. Montrer que < ¥(f), f >=/ (ln(l + ) o ]n(m)) p
0 T 14 =
5. a) Montrer que les fonctions In(1+7) 111(33) sont intégrables sur 10, 1] ot que
T
¥ / ln(l + )

[

7].2

b) Déduire que ||¥(f)|| = 3
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